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Аннотация — В докладе рассматриваются методы и кри-

терии проверки статистических гипотез, применяемых при 

статистическом анализе результатов (ошибок) измерений 

или сличении результатов измерений, выполняемых раз-

личными лабораториями. В частности, рассматриваются 

проблемы применения критериев согласия при проверке 

сложных гипотез и пути их решения. Приводятся результа-

ты сравнительного анализа множества критериев, использу-

емых при проверке нормальности с указанием достоинств и 

недостатков рассмотренных критериев, а также совокупно-

сти критериев, применяемых для проверки равномерности. 

Представляются результаты сравнительного анализа сово-

купности критериев проверки гипотез об однородности за-

конов распределения, предлагаются новые критерии и пред-

ставляются построенные модели предельных распределений 

статистик этих критериев. Приводятся результаты сравни-

тельного анализа множества критериев, применяемых при 

проверке гипотез об однородности средних, и множества па-

раметрических и непараметрических критериев, применяе-

мых при проверке гипотез о равенстве дисперсий. Рассмат-

риваются вопросы разработки программного обеспечения, 

гарантирующего корректность статистических выводов при 

использовании рассмотренных множеств критериев. 

Ключевые слова—оценивание параметров; проверка 

статистических гипотез; критерии согласия; критерии 

нормальности; критерии равномерности; критерии 

однородности; мощность критериев 

I. ВВЕДЕНИЕ  

В настоящее время широкий спектр методов статисти-
ческих анализа в силу ряда объективных и субъективных 
причин весьма ограничено используется в задачах метро-
логического обеспечения и анализа результатов измере-
ний. С одной стороны, это связано с тем, что специали-
сты, занимающиеся измерениями и их анализом, зачастую 
не знакомы с новыми результатами в силу отсутствия ин-
формации, либо с тем, что применение таких методов тре-
бует использования сложного программного обеспечения. 
С другой стороны, причиной такого состояния является и 
негативный опыт использования статистических методов 
в условиях нарушения стандартных предположений, обу-
словливающих корректность применения этих методов. 
Не последнюю роль играет и то, что реальные свойства 
критериев проверки статистических гипотез, применяе-
мых при ограниченных объемах выборок, порой суще-

ственно отличаются от асимптотических свойств этих 
критериев. 

В данной работе очень кратко остановимся на методах 
и критериях проверки статистических гипотез, примене-
ние которых наиболее перспективно в задачах метрологи-
ческого обеспечения и анализа результатов измерений, на 
проблемах, связанных с использованием критериев, и спо-
собах их разрешения с опорой на программное обеспече-
ние. 

Результаты, о которых будет говориться далее, полу-
чены с использованием подхода, предложенного в [1], и 
развиваемой программной системы ISW [2]. 

II. ПОСТРОЕНИЕ МОДЕЛЕЙ  

Наиболее часто решаемой задачей является построение 
параметрической модели закона распределения наблюда-
емой случайной величины (ошибки измерения). Классиче-
ский подход к идентификации закона распределения за-
ключается в последовательной реализации двухэтапной 
процедуры для каждого вида параметрической модели из 
рассматриваемого множества законов. На первом этапе по 
выборочным данным строится модель закона определен-
ного вида, оцениваются параметры этой модели. На вто-
ром этапе оценивается степень адекватности полученной 
модели экспериментальным наблюдениям, как правило, с 
применением различных критериев согласия. 

В качестве оценок параметров могут использоваться 
оценки максимального правдоподобия (ОМП), MD-
оценки, получаемые при минимизации различных рассто-
яний между эмпирической и теоретической функциями 
распределения, а также оценки, получаемые другими ме-
тодами. В MD-оценках в качестве расстояний могут ис-
пользоваться статистики непараметрических критериев 
согласия (Колмогорова, Крамера–Мизеса–Смирнова, Ан-
дерсона–Дарлинга). Наилучшими статистическими свой-
ствами обладают ОМП, но они не являются робастными. 
Для получения робастных оценок ОМП могут вычислять-
ся по группированным данным.  

В качестве моделей законов распределения для наблю-
даемых случайных величин (ошибок измерений) в ISW [2] 
даётся возможность использовать более 3-х десятков па-
раметрических законов, наиболее часто применяемых в 
приложениях, а также строить модели в виде смеси зако-
нов. Описание основной части включенных в [2] парамет-
рических законов приведено в [1]. 
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Заметим, что вид используемых оценок, как правило, 
отражается на распределениях статистик критериев, ис-
пользуемых при проверке адекватности построенной мо-
дели. 

Для проверки адекватности могут использоваться раз-
личные непараметрические критерии согласия и критерии 

типа 
2 .  

III. НЕПАРАМЕТРИЧЕСКИЕ КРИТЕРИИ СОГЛАСИЯ  

При проверке согласия различают простые и сложные 

гипотезы. Простая проверяемая гипотеза имеет вид 
0H : 

( ) ( , )F x F x  , где ( , )F x   – функция распределения ве-

роятностей, с которой проверяют согласие наблюдаемой 
выборки, а   – известное значение параметра (скалярного 

или векторного). Сложная проверяемая гипотеза имеет вид 

0H :  ( ) ( , ), ,F x F x    где   – область определения 

параметра  . 

Проблемы возникают, если при проверке сложной ги-

потезы оценку ̂  параметра распределения вычисляют по 

той же самой выборке, по которой проверяют согласие. 
Далее, говоря о проверке сложных гипотез, мы, как пра-

вило, будем предполагать, что оценка параметра ̂  вы-

числяется по той же выборке. 

A. Проверка простых гипотез 

Все классические непараметрические критерии согла-
сия предназначены для проверки простых гипотез. При 
проверке простых гипотез они являются свободными от 
распределения, то есть распределения статистик критери-

ев при справедливости 0H  не зависят от вида закона 

( , )F x  , с которым проверяется согласие. 

В критерии Колмогорова рекомендуется использо-
вать статистику с поправкой Большева в форме [3] 
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, 1 2, , , nx x x  – упорядоченные 

по возрастанию выборочные значения, n  – объем выбор-

ки. В случае справедливости простой гипотезы распреде-
ление статистики сходится равномерно к функции рас-

пределения Колмогорова ( )K s [3]. 

Статистика критерия Крамера–Мизеса–Смирнова 
имеет вид 
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и при справедливости простой гипотезы в пределе подчи-

няется закону с функцией распределения 1( )a s [3]. 

Статистика критерия Андерсона–Дарлинга имеет 
вид 
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и при справедливости простой проверяемой гипотезы 

подчиняется закону с функцией распределения 2( )a s [3]. 

В критерии Купера целесообразно использовать либо 
модификацию [4] статистики вида 
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Авторами критериев получены распределения стати-
стик при справедливости простой проверяемой гипотезы, 
вид которых приведен также в [5]. 

Статистики непараметрических критериев согласия 
Жанга [6] имеют вид: 
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Использование этих критериев осложняет сильная за-
висимость распределений статистик от объема выборки 
n . Обойти этот недостаток можно за счет использования 

интерактивного режима исследования распределений ста-
тистик применяемых критериев [5]. 

B. Проверка сложных гипотез 

При проверке сложных гипотез свобода от распреде-
ления исчезает [7]. 

При проверке сложных гипотез, когда по той же самой 
выборке оценивают параметры наблюдаемого закона рас-
пределения вероятностей, все рассматриваемые непара-
метрические критерии согласия теряют свойство «свобо-
ды от распределения». Более того,  предельные распреде-
ления статистик непараметрических критериев согласия 
зависят от целого ряда факторов, определяющих «слож-
ность» гипотезы.  
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На закон распределения статистики 0( )G S H  влияют 

следующие факторы [5]: 

 вид наблюдаемого закона распределения ( , )F x  , со-

ответствующего истинной гипотезе 0H ;  

 тип оцениваемого параметра и число оцениваемых 

параметров;  

 используемый метод оценивания параметров; 

 в некоторых ситуациях конкретное значение параметра 
(например, в случае бета- и гамма-распределений). 
Игнорирование того, что проверяют сложную гипоте-

зу, и того, что сложные гипотезы могут быть различными, 
приводит к некорректному применению непараметриче-
ских критериев согласия и, как следствие, к неверным 
статистическим выводам. Различия в предельных распре-
делениях тех же самых статистик при проверке простых и 
сложных гипотез настолько существенны, что пренебре-
гать этим абсолютно недопустимо [5]. Большинство оши-
бок, совершаемых при использовании непараметрических 
критериев согласия, связано с незнанием этих обстоятель-
ств. Как правило, при проведении статистического анали-
за после оценивания по выборке параметров вычисляют 
значение статистики применяемого критерия, сравнивая 
его с критическим значением, имеющим место при про-
верке простой гипотезы, ошибочно не отклоняя проверяе-
мую гипотезу. 

За более чем 50 лет с использованием аналитических 
методов решение проблемы проверки сложных гипотез с 
использованием непараметрических критериев согласия 
практически не сдвинулось с места. А вот с использовани-
ем компьютерных технологий и методов статистического 
моделирования [1] удалось построить модели предельных 
распределений статистик для случая проверки сложных 
гипотез относительно ряда законов распределений, в ос-
новном, для ситуации с использованием ОМП. Построен-
ные модели представлены в руководстве [5]. В ситуациях, 
когда распределения статистик зависят от конкретных 
значений оценок параметра или параметров, заранее по-
строить модель предельного распределения статистики 
критерия невозможно. И здесь выход также кроется в ис-
пользовании компьютерных технологий, позволяющих в 
интерактивном режиме (после вычисления оценок пара-
метров и значения статистики критерия) моделировать 
распределение статистики, а уже по нему находить до-

стигнутый уровень значимости valuep  и принимать реше-

ние о результатах проверки [5]. Именно таким образом 
решается данная проблема в [2] при использовании непа-
раметрических критериев согласия, в том числе, критери-
ев Жанга. В [5] приведены также результаты сравнитель-
ного анализа мощности непараметрических критериев 
согласия.  

IV. КРИТЕРИИ СОГЛАСИЯ ТИПА 
2
  

Статистику критерия согласия 2  Пирсона вычисляют 

по формуле 

2

2

1

( / ( ))

( )

k
i i

n

i i

n n P
X n

P

 



 ,

где k  – число интервалов, in  – количество наблюдений в 

интервале, ( )iP  – вероятность попадания в интервал. 

В случае справедливости простой гипотезы в пределе 

эта статистика подчиняется 2

r -распределению с 1r k   

степенями свободы. 
В случае проверки сложной гипотезы и справедливо-

сти 0H  при условии, что оценки параметров находятся в 

результате минимизации статистики 2

nX  по этой же самой 

выборке, статистика 2

nX  асимптотически распределена 

как 2

r  с числом степеней свободы 1r k m   , где m  – 

число оцененных параметров. Это же верно, если исполь-
зовать ОМП или другие асимптотически эффективные 
оценки по группированным данным. 

При использовании любых оценок по негруппирован-

ным данным распределение 
2

0( )nG X H  статистики 2

nX  

будет отличаться от 2

r -распределения.  

Естественно, что ОМП по негруппированным данным 
более предпочтительны. В этой связи появились критерии 
Никулина–Рао–Робсона [8, 9], предельными распределе-

ниями статистик которых  являются 2

1k -распределения, а 

затем и другие модификации критерия. Статистики этих 

критериев отличаются от статистики критерия 2

nX  только 

в случае сложной гипотезы и, как правило, несколько вы-
игрывают в мощности. В то же время следует заметить, 
что использование этих критериев без соответствующего 
программного обеспечения затруднительно. 

Необходимо отметить, что мощность критериев типа 
2  зависит от числа интервалов и того, как область опре-

деления случайной величины разбивается на интервалы. 
Используя асимптотически оптимальное группирование, 

можно максимизировать мощность критерия 2  Пирсона 

относительно близких конкурирующих гипотез [1]. В этом 

случае, при проверке простых гипотез критерий 2  Пир-

сона имеет преимущество в мощности по сравнению с 
непараметрическими критериями согласия. 

V. КРИТЕРИИ ПРОВЕРКИ НОРМАЛЬНОСТИ  

Принадлежность наблюдаемых данных нормальному 
закону является необходимой предпосылкой для коррект-
ного применения большинства классических методов ма-
тематической статистики, используемых в задачах обра-
ботки измерений, стандартизации и контроля качества. 
Поэтому проверка на отклонение от нормального закона 
является частой процедурой в ходе проведения измере-
ний, контроля и испытаний, имеющей особое значение, 
так как далеко не всегда ошибки измерений, связанные с 
приборами, построенными на различных физических 
принципах, или ошибки наблюдений некоторого контро-
лируемого показателя подчиняются нормальному закону. 
В таких случаях применение классического аппарата, 
опирающегося на предположение о нормальности наблю-
даемого закона, оказывается некорректным и может при-
водить к неверным выводам. 

Действующий ГОСТ [10] охватывает лишь малую 
часть из существующего множества критериев, ориенти-
рованных непосредственно на проверку нормальности, 
или критериев, которые могут быть использованы для 
проверки отклонения наблюдаемых данных (ошибок из-
мерений) от нормального закона. В нём не говорится ни 
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об использовании в данных целях критериев типа 2 , ни 

об использовании непараметрических критериев согласия. 
Содержание стандарта и ограниченность перечня вклю-
ченных в него критериев не позволяет его пользователям 
ориентироваться в том, какой из критериев наиболее 
предпочтителен для применения. 

В руководстве [11] представлены результаты исследо-
ваний свойств 15 специальных критериев, ориентирован-
ных только на проверку принадлежности выборок нор-
мальному закону, а в системе [2] возможно применение 
более 25 подобных критериев, не считая рассмотренных 
выше критериев согласия. 

Существенным недостатком значительной части спе-
циальных критериев является зависимость распределений 
статистик от объёмов выборок. Имеющаяся информация о 
распределениях статистик представлена лишь ограничен-
ными таблицами критических значений. Поэтому по ре-
зультатам применения критерия нельзя оценить достигну-

тый уровень значимости valuep , а при объёмах выборок 

больших, чем фигурируют в таблице критических значе-
ний, применение критериев оказывается вовсе проблема-
тичным. 

Проведенные исследования показали и другие недо-
статки некоторых критериев. Оказалось, что ряд критери-
ев (например, Шапиро–Уилка, Эппса–Палли, Хегази–
Грина и др.) при малых объёмах выборок не способен от-
личить от нормального конкурирующие законы с чуть 
более “лёгкими” хвостами. Аналогичную смещённость 
продемонстрировали и критерии согласия Жанга со стати-

стиками AZ  и KZ . Сравнительный анализ критериев по-

казал, что некоторые специальные критерии, продемон-
стрировавшие неудовлетворительные свойства, применять 
нецелесообразно. И в то же время, при проверке нормаль-
ности не следует опираться на какой-то один из критери-
ев, так как нет критерия, обладающего большей мощно-
стью относительно любой альтернативы. В целом, лучшие 
из специальных критериев показали некоторое преимуще-
ство в мощности по сравнению с непараметрическими 
критериями согласия. 

В программной системе [2] при использовании крите-
риев нормальности, вид распределений статистик которых 

при справедливости 0H  не известен, реализован интерак-

тивный режим моделирования распределений этих стати-
стик при величине n , соответствующей объёму анализи-

руемой выборки, с использованием построенного распре-

деления для оценки valuep . 

VI. КРИТЕРИИ ПРОВЕРКИ РАВНОМЕРНОСТИ 

В прикладной математической статистике и в метроло-
гии равномерный закон распределения вероятностей за-
нимает видное место. Именно этим определяется наличие 
множества специальных критериев, целенаправленно по-
строенных для проверки гипотезы о принадлежности ана-
лизируемой выборки равномерному закону (Шермана, 
Кимбелла, Морана, Ченга–Спиринга, Хегази–Грина, Янга, 
Фросини, Гринвуда, Гринвуда–Кэсеберри–Миллера, Ней-
мана–Бартона и др.). Для проверки гипотезы о равномер-
ности может использоваться совокупность непараметри-

ческих критериев согласия и критерий 2  Пирсона. Хотя 

история применения многих критериев насчитывает уже 

несколько десятилетий, появляются публикации с пред-
ложениями новых критериев равномерности.  

В то же время, не смотря на множество публикаций не 
хватает объективной информации о действительных свой-
ствах критериев, их достоинствах и недостатках. Можно 
натолкнуться на авторитетные мнения о целесообразности 
применения тех или иных критериев, которые не под-
крепляются результатами сравнительного анализа и не 
всегда подтверждаются при проверке. Специалистов же, 
сталкивающихся в своей практической деятельности с 
необходимостью проверки гипотез о принадлежности 
наблюдений или ошибок измерений равномерному зако-
ну, интересует, какие критерии предпочтительнее ис-
пользовать и почему. 

В руководстве [12] сконцентрированы результаты ис-
следований свойств более 20 специальных критериев, 
ориентированных только на проверку принадлежности 
выборок равномерному закону, а также сравнительного 
анализа этого множества с критериями согласия.  

Подбор конкурирующих, используемых при исследо-
вании мощности критериев, позволил оценить достоин-
ства и указать на существенные недостатки некоторых 
популярных критериев равномерности. 

При малых объёмах выборок факт смещённости от-
носительно некоторых альтернатив был отмечен для 
следующих критериев: Неймана–Бартона (со статистика-

ми 2N , 3N , 4N ), Хегази-Грина (со статистиками 1T , 2T , 

1

*T , 
2

*T ), Фросини, Гринвуда–Кэсенберри–Миллера, 

Кимбелла, Морана 1, Гринвуда, Шермана, Кресси 1, Мо-
рана 2, Янга, Дудевича–ван дер Мюлена и 2-х модифика-
ций энтропийного критерия. Этот недостаток не зафикси-
рован лишь для 4-х критериев (Кресси 2, Шварца, Пардо, 
Ченга-Спиринга), которые в среднем продемонстрировали 
не очень высокую мощность. Интересно, что в тех же си-
туациях смещённость проявили непараметрические кри-
терии согласия Колмогорова, Крамера–Мизеса–Смирнова, 
Андрсона–Дарлинга и критерии Жанга. 

В то же время анализ мощности при проверке равно-
мерности показал, что непараметрические критерии, осо-

бенно, Андерсона–Дарлинга и Жанга со статистикой 
AZ  

не уступают лучшим специальным критериям. 
В системе [2] при использовании критериев равномер-

ности, распределения статистик которых представлены 

таблицами критических значений, оценки valuep  вычис-

ляются по моделируемым в интерактивном режиме рас-
пределениям статистик этих критериев. 

VII. КРИТЕРИИ ОДНОРОДНОСТИ ЗАКОНОВ  

С необходимостью решения задач проверки гипотез о 
принадлежности двух (или более) выборок случайных 
величин одной и той же генеральной совокупности (про-
верки однородности) сталкиваются в различных областях. 
Такая задача естественно возникает при сличении резуль-
татов лабораторных измерений, или аттестации средств 
измерений, когда пытаются убедиться в том, что закон 
распределения случайных ошибок не претерпел суще-
ственных изменений по истечении некоторого интервала 
времени. 

В настоящей работе мы остановимся только на  k -

выборочных критериях. Задача проверки однородности k  
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выборок формулируется следующим образом. Пусть 
ijx  

j -е наблюдение i -й выборки 1, ij n , 1,i k . Предпола-

гается, что i -й выборке соответствует непрерывная функ-

ция распределения ( )iF x . Проверяется гипотеза вида 

0 1 2: ( ) ( ) ( )kH F x F x F x    без указания общего для 

них закона распределения. 

Общий подход к построению k -выборочных критери-

ев однородности законов, являющихся аналогами двухвы-
борочных критериев Колмогорова–Смирнова и Крамера–
Мизеса (Лемана–Розенблатта), рассматривался в работе 
[13]. При этом подходе статистика критерия представляет 
собой меру отклонения эмпирических распределений, 
соответствующих конкретным выборкам, от эмпириче-
ского распределения, построенного по совокупности ана-

лизируемых выборок. О k -выборочном варианте крите-

рия Колмогорова–Смирнова, построенного по этому 

принципу, упоминается в [14, 15]. k -выборочный вариант 

критерия Андерсона–Дарлинга предложен в [16]. Постро-
енные Жангом в [17] критерии однородности являются 
развитием критериев однородности Смирнова [3], Лема-
на–Розенблатта [18, 19] и Андерсона–Дарлинга [20] и поз-

воляют анализировать 2k   выборок. 

Применение k -выборочных критериев на практике 

сдерживается тем, что, в лучшем случае, известны лишь 

критические значения статистик для соответствующих k , 

как в случае критерия Андерсона–Дарлинга [16] или кри-
териев типа Колмогорова–Смирнова [14, 15], а возмож-
ность использования критериев Жанга [17] упирается в 
необходимость для формирования вывода о результатах 
проверки гипотезы искать распределения статистик кри-
териев (или оценки достигнутого уровня значимости 

valuep ) с использованием статистического моделирования. 

Исключение составляет лишь критерий однородности 2 , 

для которого известны асимптотические распределения 

статистики при справедливости 
0H . 

A. Критерий Андерсона–Дарлинга  

Статистика k -выборочного критерия Андерсона–

Дарлинга в [20] находится следующим образом. По k  

выборкам строится объединённая упорядоченная выборка 

1 2 nX X X    объёмом 
1

k

i

i

n n


 , по которой вычис-

ляется 

 
2

1
2

1 1

1 1

( )

k n
ij i

kn

i ji

nM jn
A

n n j n j



 





  

где ijM  – число элементов в i -й выборке, которые не 

больше чем jX . Статистика критерия имеет вид 

2 2( 1) [ ]kn kn knT A k D A     

где дисперсия определяется выражением 

3 2
2

( 1)( 2)( 3)
kn

an bn cn d
D A

n n n

  
      



при  

(4 6)( 1) (10 6 )a g k g H     , 
2(2 4) 8 (2 14 4) 8 4 6b g k hk g h H h g         , 

2(6 2 2) (4 4 6) (2 6) 4c h g k h g k h H h         , 
2(2 6) 4d h k hk   , 

где 

1

1k

i i

H
n

 ,  
1

1

1n

i

h
i





 ,  
2 1

1 1

1

( )

n n

i j i

g
n i j

 

  




 . 

Распределения статистики 
knT  в [20] представлены 

лишь критическими значениями. Асимптотические рас-
пределения статистики зависят от числа сравниваемых 

выборок k  и не зависят от 
in . В [21, 22] на основании 

результатов статистического моделирования были по-
строены модели предельных распределений статистики 

knT  для 2 11k   . Приведенные в [21] модели построены 

по смоделированным выборкам статистики при числе 

имитационных экспериментов 610N   и 310in  . 

Критерии однородности Жанга [17] позволяют сравни-

вать 2k   выборок.  

Пусть 1 2, , ,
ii i inx x x  упорядоченные выборки непре-

рывных случайных величин с функциями распределения 

( )iF x , ( 1,i k ) и, как и ранее, 
1 2 nX X X   , где 

1

k

i

i

n n


 , объединённая упорядоченная выборка. Обозна-

чим ijR  ранг j -го упорядоченного наблюдения ijx  i -й 

выборки в объединённой выборке. Пусть 
0X   , 

1nX    , а ранги ,0 1iR  , , 1 1
ii nR n   . 

В критериях используется модификация эмпирической 

функции распределения ˆ ( )F t , принимающая в точках 

разрыва 
mX , 1,m n , значения ˆ ( ) ( 0.5) /mF X m n   [17]. 

Статистика Z  критерия Жанга имеет вид: 

B. Критерии Жанга  

 , ,

, ,
1

1

1
max ln 1 ln

1

k
i m i m

i i m i m
m n

i m m

F F
Z n F F

F F


 


   
    

   
 

где ˆ ( )m mF F X , так что ( 0.5)mF m n  , а вычисление 

,
ˆ ( )i m i mF F X  осуществляется следующим образом. В 

начальный момент значения 0ij  , 1,i k . Если 

, 1ii jR m  , то : 1i ij j   и , ( 0.5)i m i iF j n  , в противном 

случае если , , 1i ii j i jR m R   , то ,i m i iF j n . 

Критерий правосторонний: проверяемая гипотеза 0H  

отклоняется при больших значениях статистики.  

Статистика Z  критерия задается выражением: 
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   , , , ,

1 1

ln 1 ln 1

( 0.5)( 0.5)

n k
i m i m i m i m

i

m i

F F F F
Z n

m n m


 

  
 

  
 

где 
mF  и 

,i mF  вычисляются, как определено выше. 

Критерий левосторонний: проверяемая гипотеза  от-
клоняется при малых значениях статистики.  

Статистика 
CZ  критерия Жанга определяется вы-

ражением: 

1 1 ,

1
ln 1 ln 1

0.5 0.5

ink
i

C

i j i j

n n
Z

n j R 

  
          
 

Этот критерий также левосторонний: проверяемая ги-

потеза 
0H  отклоняется при малых значениях статистики. 

Распределения статистик критериев Жанга зависят от 
объёмов выборок и от числа анализируемых выборок, что 
осложняет использование критериев. 

В то же время, отсутствие информации о законах рас-
пределения статистик в современных условиях не являет-
ся серьёзным недостатком критериев. В программном 
обеспечении, осуществляющем поддержку применения 

критериев, несложно организовать вычисление 
valuep , ис-

пользуя методы статистического моделирования, как это и 
реализуется в [2].  

C. Критерии на базе 2-выборочных  

Для анализа k  выборок можно к каждой паре приме-

нить двухвыборочный критерий со статистикой S  (всего 

( 1) / 2k k  пар), а решение о принятии или отклонении 

гипотезы 
0H  принимать по совокупности результатов. В 

качестве статистики такого k -выборочного критерия (в 

случае использования правостороннего двухвыборочного 
критерия) можно рассмотреть, например, статистику вида 

max ,
1
max { }i j

i k
i j k

S S
 
 

 

где ,i jS  – значения статистик используемого двухвыбо-

рочного критерия, вычисленные при анализе i -й и j -й 

выборок. 

Проверяемая гипотеза 
0H  будет отклоняться при 

больших значениях статистики 
maxS . Преимуществом 

такого рода критерия является и то, что в результате будет 
определена пара выборок, различие между которыми ока-
жется наиболее значимым с позиций используемого двух-
выборочного критерия.  

В качестве ,i jS  можно использовать статистики двух-

выборочных критериев Смирнова, Лемана–Розенблата, 
Андерсона–Дарлинга. В этом случае распределения соот-

ветствующих статистик maxS  сходятся к некоторым пре-

дельным (при данном k ), модели которых могут быть 

найдены по результатам статистического моделирования. 
Критерий максимума Смирнова. Используемая в 

критерии Смирнова статистика 
2 1,n nD  вычисляется в соот-

ветствии с соотношениями [3]: 

2 1 1 2
2 1

, 1 2 2 2
1 1

2 1

1
max ( ) max ( )n n n r n s

r n s n

r s
D F x F x

n n



   

   
      

   
, 

2 1 1 2
2 1

, 1 2 2 1
1 1

2 1

1
max ( ) max ( )n n n r n s

r n s n

r s
D F x F x

n n



   

   
      

   


 
2 1 2 1 2 1, , ,max ,n n n n n nD D D  

При справедливости гипотезы 
0H  и неограниченном 

увеличении объемов выборок статистика 

2 1

1 2

C ,

1 2

n n

n n
S D

n n





подчиняется распределению Колмогорова ( )K S . 

В k -выборочном критерии максимума Смирнова в ка-

честве 
,i jS  предпочтительней использовать модификацию 

статистики Смирнова 

2 1

1 2 1 2

mod ,

1 2 1 24.6
n n

n n n n
S D

n n n n

 
  

  


распределение которой всегда ближе к предельному рас-

пределению Колмогорова ( )K S  [23]. Статистику 
maxS  в 

этом случае будем обозначать как 
max

SmS .  

При равных объёмах сравниваемых выборок распреде-

ления статистики 
max

SmS  (как и в двухвыборочном вариан-

те) обладают существенной дискретностью и отличаются 
от асимптотических (предельных) распределений. Если 
есть такая возможность, то предпочтительней в качестве 

in  выбирать взаимно простые числа, тогда распределения 

0( )G S H  статистики 
max

SmS  практически не отличаются от 

асимптотических. 
Модели асимптотических распределений статистики 

max

SmS  при числе сравниваемых выборок 3 11k    постро-

ены в [24] по результатам статистического моделирова-
ния. Хорошими моделями оказались законы семейства  
бета-распределений 3-го рода с плотностью 

0 1 0 1
0

1 1

2 4 4 4
2

3 3 33 0 1

( ) 1 1 ( 1)
( , )

x x x
f x

              
         

           



представленные в таблице 1 в виде III 0 1 2 3 4( , , , , )       

при конкретных значениях параметров. 
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ТАБЛИЦА 1. МОДЕЛИ ПРЕДЕЛЬНЫХ РАСПРЕДЕЛЕНИЙ СТАТИСТИКИ 
max

SmS  

k  Модель 

2 ( )K S  

3 IIIB (6.3274, 6.6162, 2.8238, 2.4073, 0.4100) 

4 IIIB (7.2729, 7.2061, 2.6170, 2.3775, 0.4740) 

5 IIIB (7.1318, 7.3365, 2.4813, 2.3353, 0.5630) 

6 IIIB (7.0755, 8.0449, 2.3163, 2.3818, 0.6320) 

7 IIIB (7.7347, 8.6845, 2.3492, 2.4479, 0.6675) 

8 IIIB (7.8162, 8.9073, 2.2688, 2.4161, 0.7120) 

9 IIIB (7.8436, 8.8805, 2.1696, 2.3309, 0.7500) 

10 IIIB (7.8756, 8.9051, 2.1977, 2.3280, 0.7900) 

11 IIIB (7.9122, 9.0411, 2.1173, 2.2860, 0.8200) 

 

В k -выборочном критерии максимума Лемана–

Розенблатта в качестве 
,i jS  используется статистика со-

ответствующего двухвыборочного критерия, предложен-
ного в работе [18], в форме [3] 

   
2 1 22 1 2

2 1

1 11 2 1 2

4 11

( ) 6( )

n n

i j

i j

n n
T n r i n s j

n n n n 

  
     

  
  

где 
ir  – порядковый номер (ранг) 

2ix ; 
js  – порядковый 

номер (ранг) 1 jx  в объединенном вариационном ряде. В 

[19] было показано, что статистика T  в пределе распреде-

лена как 1( )a t  [3]. 

Соответствующую статистику критерия максимума 

Лемана–Розенблатта обозначим как 
max

LRS . 

Построенные в [24] модели асимптотических (пре-

дельных) распределений статистики 
max

LRS  при числе срав-

ниваемых выборок 3 11k    представлены в таблице 2. В 

данном случае наилучшими моделями оказались распре-

деления Sb–Джонсона с плотностью 

2

31 2

0 1

2 33 2 3

1
( ) exp ln

22 ( )( )

x
f x

xx x

     
     

            



при конкретных значениях параметров этого закона, обо-

значенного в таблице 3 как 0 1 2 3 4( , , , , )Sb      . Пред-

ставленные модели позволяют по значениям статистики 

max

LRS  при соответствующем числе k  сравниваемых выбо-

рок находить оценки valuep . 

ТАБЛИЦА 2. МОДЕЛИ ПРЕДЕЛЬНЫХ РАСПРЕДЕЛЕНИЙ СТАТИСТИКИ 
max

LRS  

k  Модель 

2 1( )a t  

3 Sb(3.2854, 1.2036, 3.0000, 0.0215) 

4 Sb(2.5801, 1.2167, 2.2367, 0.0356) 

5 Sb(3.1719, 1.4134, 3.1500, 0.0320) 

6 Sb(2.9979, 1.4768, 2.9850, 0.0380) 

7 Sb(3.2030, 1.5526, 3.4050, 0.0450) 

ПРОДОЛЖЕНИЕ ТАБЛИЦЫ 2. МОДЕЛИ ПРЕДЕЛЬНЫХ РАСПРЕДЕЛЕНИЙ 

СТАТИСТИКИ 
max

LRS  

k  Модель 

8 Sb(3.2671, 1.6302, 3.5522, 0.0470) 

9 Sb(3.4548, 1.7127, 3.8800, 0.0490) 

10 Sb(3.4887, 1.7729, 3.9680, 0.0510) 

11 Sb(3.4627, 1.8168, 3.9680, 0.0544) 

 
В критерии максимума Андерсона–Дарлинга в ка-

честве 
,i jS  используется статистика двухвыборочного 

критерия Андерсона–Дарлинга, предложенная в [20] и 
определяемая выражением 

 1 2
21

1 2 12

11 2 1 2

( )1
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n n
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M n n n i
A
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где 
iM  – число элементов первой выборки, меньших или 

равных i -му элементу вариационного ряда объединенной 

выборки. Предельным распределением статистики 2A  при 

справедливости проверяемой гипотезы 
0H  является рас-

пределение 2( )a t  [3]. 

Соответствующую статистику k -выборочного крите-

рия максимума Андерсона–Дарлинга обозначим как 
max

ADS . 

Построенные в [24] модели асимптотических (пре-

дельных) распределений статистики 
max

ADS  при числе срав-

ниваемых выборок 3 11k    представлены в таблице 3. В 

этом случае лучшими моделями также оказались бета-

распределения 3-го рода 
III 0 1 2 3 4( , , , , )       с конкрет-

ными значениями параметров. 

ТАБЛИЦА 3. МОДЕЛИ ПРЕДЕЛЬНЫХ РАСПРЕДЕЛЕНИЙ СТАТИСТИКИ 
max

ADS  

k  Модель 

2 2( )a t  

3 IIIB (4.4325, 2.7425, 12.1134, 8.500, 0.1850) 

4 IIIB (5.2036, 3.2160, 10.7792, 10.000, 0.2320) 

5 IIIB (5.7527, 3.3017, 9.7365, 10.000, 0.3000) 

6 IIIB (5.5739, 3.4939, 7.7710, 10.000, 0.3750) 

7 IIIB (6.4892, 3.6656, 8.0529, 10.500, 0.3920) 

8 IIIB (6.3877, 3.8143, 7.3602, 10.800, 0.4800) 

9 IIIB (6.7910, 3.9858, 7.1280, 11.100, 0.5150) 

10 IIIB (6.7533, 4.2779, 6.6457, 11.700, 0.5800) 

11 IIIB (7.1745, 4.3469, 6.6161, 11.800, 0.6100) 

 

D. Критерий однородности 
2
 

Для анализа 2k   выборок с успехом может использо-

ваться критерий однородности 2 . В этом случае общая 

область, которой принадлежат выборки, разбивается на r  

интервалов (групп). Пусть ij  – количество элементов i -й 

выборки, попавших в j -й интервал, тогда 
1

r

i ij

j

n


  . 

Статистика критерия однородности 2  имеет вид 
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2 2

2

1 1 1 1

( / )
1

k r k r
ij j i ij

i j i jj i j i

n n
n n

n n   

   
    

   
  

где 
1

k

j lj

l

    – общее число элементов всех выборок, 

попавших j -й интервал. Асимптотическим распределе-

нием статистики является 2 -распределение с числом 

степеней свободы ( 1)( 1)k r   [25]. 

Недостатком критерия является зависимость мощно-
сти от выбора числа интервалов и способа разбиения на 
интервалы. 

E. Сравнительный анализ мощности критериев 

Мощность k -выборочных критериев исследовалась 

при разных k  относительно различных конкурирующих 

гипотез.  
Кратко результаты исследований можно охарактеризо-

вать следующим образом. 
Относительно конкурирующих гипотез, связанных с 

изменением параметра сдвига у закона распределения 
одной из выборок, критерии можно упорядочить по мощ-
ности следующим образом: 

max

ADS  D 
max

LRS  
max

SmS  
CZ   Z

  Z
 2 

Относительно конкурирующих гипотез, , связанных с 
изменением параметра масштаба у закона распределения 
одной из выборок, – 

CZ   Z   Z    2  
max

ADS  
max

SmS  
max

LRS 

Можно отметить, что с ростом количества сравнивае-
мых выборок тех же объёмов мощность критерия относи-
тельно аналогичных конкурирующих гипотез, как прави-
ло, снижается. 

Отметим также, что критерии Жанга со статистиками 

Z
, Z

, 
CZ  относительно некоторых альтернатив обла-

дают заметным преимуществом в мощности. 

VIII. КРИТЕРИИ ОДНОРОДНОСТИ СРЕДНИХ  

К критериям проверки гипотез об однородности мате-
матических ожиданий (об однородности средних) прибе-
гают при контроле средств измерений, при статистиче-
ском анализе результатов экспериментов, при статистиче-
ском управлении качеством для проверки наличия возму-
щения в ходе процесса. 

В общем случае проверяемая гипотеза о равенстве ма-
тематических ожиданий, соответствующих k выборкам, 
имеет вид 

0 1 2: kH       

при конкурирующей гипотезе 

1 21: i iH    

где неравенство выполняется хотя бы для одной пары ин-

дексов 
1i , 

2i . 

Для проверки гипотезы 0H  может использоваться ряд 

параметрических критериев: сравнения двух выборочных 
средних при известных дисперсиях; сравнения двух выбо-
рочных средних при неизвестных, но равных дисперсиях 
(критерий Стьюдента); сравнения двух выборочных сред-
них при неизвестных и неравных дисперсиях; F-критерий. 
В этих же целях применяется целая совокупность непара-
метрических критериев: критерий Уилкоксона, критерий 
Манна–Уитни, критерий Краскела–Уаллиса, критерий Ван 

дер Вардена, k - выборочный критерий Ван дер Вардена. 

Основным предположением, обусловливающим воз-
можность применения параметрических критериев, явля-
ется принадлежность анализируемых выборок нормаль-
ному закону. Непараметрические критерии свободны от 
этого требования. 

Результаты исследований, сконцентрированные в [21], 
подтвердили устойчивость параметрических критериев 
проверки однородности математических ожиданий. Если 
законы распределения анализируемых выборок отличают-
ся от нормального, но нет оснований полагать, что выбор-
ки принадлежат законам с «тяжелыми хвостами» или су-
щественно асимметричным, то применение классических 
параметрических критериев остаётся корректным и не 

приводит к серьёзным ошибкам при оценке 
valuep . 

Многовыборочный критерий Ван дер Вардена практи-
чески не уступает в мощности своему параметрическому 
аналогу F-критерию. Недостатком непараметрических 
критериев Манна–Уитни и Краскела–Уаллиса является 
существенная дискретность распределений статистик. В 
то же время оба эти критерия не столь уж сильно уступа-
ют в мощности параметрическим критериям. 

IX. КРИТЕРИИ ОДНОРОДНОСТИ СРЕДНИХ 

Критерии проверки однородности дисперсий очень 
широко используются в различных приложениях, но не-
оправданно редко в задачах метрологии.  

В критериях проверки однородности дисперсий прове-

ряемая гипотеза о постоянстве дисперсий k  выборок 

имеет вид 

2 2 2

0 1 2: ... kH       

а конкурирующая с ней – 

1 2

2 2

1: i iH    

где неравенство выполняется, по крайней мере, для одной 

пары индексов 1 2,i i . 

В данном случае мы имеем очень представительное 
множество параметрических критериев (Бартлетта, Ко-
крена, Хартли, Левене, Фишера, Неймана–Пирсона, 
О`Брайена, Линка, Ньюмана, Блиса–Кокрена–Тьюки, Ка-
дуэлла–Лесли–Брауна, Оверолла–Вудворда, Миллера, 
Лайарда) и ряд непараметрических критериев (Ансари–
Бредли, Муда, Сижела–Тьюки, Клотца, Кейпена, Флайне–
Киллина). Одним из основных предположений при постро-
ении параметрических критериев является принадлежность 
анализируемых выборок нормальному закону распределе-
ния. Как правило, параметрические критерии чрезвычайно 
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чувствительны к малейшим нарушениям этого предполо-
жения. Именно попытками построения устойчивых к 
нарушению стандартного предположения о нормальности 
объясняется большой выбор параметрических критериев. 
Нельзя не отметить, что повышение устойчивости крите-
рия практически всегда сопровождается некоторой поте-
рей в мощности. 

Непараметрические аналоги предназначены для про-
верки гипотез об однородности параметров масштаба за-
конов. Корректность применения непараметрических кри-
териев обусловлена не менее жесткими предположения-
ми. Во-первых, предполагается, что анализируемые вы-
борки принадлежат одному и тому же закону распределе-
ния. В противном случае даже при справедливости прове-

ряемой гипотезы 
0H  о равенстве дисперсий распределе-

ния статистик этих критериев будут отличаться от имею-
щих место при выполнении данного предположения. Во-
вторых, предполагается равенство математических ожи-
даний. 

Результаты наших исследований свойств критериев 
проверки гипотез об однородности дисперсий, сконцен-
трированные в [21], кратко можно охарактеризовать сле-
дующим образом. 

При 2k   и выполнения предположения о нормаль-

ности наиболее предпочтительна по мощности группа 
эквивалентных критериев Бартлетта, Кокрена, Хартли, 
Фишера, Неймана–Пирсона и. 

Другую группу практически эквивалентных по мощ-
ности критериев образуют критерии Лайарда, Миллера, 
О’Брайена и модифицированный критерий Оверолла–
Вудворда. При этом эта группа имеет преимущество в 
мощности по сравнению с критерием Левене. Считается, 
что, как и последний, критерии О’Брайена и модифициро-
ванный критерий Оверолла–Вудворда достаточно устой-
чивы к нарушению стандартного предположения о нор-
мальности. 

Непараметрические критерии существенно уступают в 
мощности вышеперечисленным параметрическим, но, как 
правило, превосходят в мощности параметрические кри-
терии Ньюмана, Блисса–Кокрена–Тьюки, Кадуэлла–
Лесли–Брауна и Линка. В группе непараметрических кри-
териев результаты анализа показывают заметное преиму-
щество в мощности критерия Клотца. Затем следуют кри-
терий Флайне-Киллина и критерий Муда. Ещё меньшую 
мощность и практическую эквивалентность демонстри-
руют критерии Ансари–Бредли и Сижела–Тьюки. 

При 2k   критерии Бартлетта, Кокрена, Хартли, Ней-

мана–Пирсона и критерий Оверолла–Вудворда уже не 
образуют группу эквивалентных критериев с одинаковой 
мощностью. Исключение составляют лишь критерии 
Бартлетта и Неймана–Пирсона, которые остаются практи-
чески эквивалентными, а также пара критериев Миллера и 
Лайарда. На первой позиции с явным преимуществом ока-
зывается критерий Кокрена. 

Применению параметрических критериев в нестан-
дартных ситуациях при законах отличных от нормального 
препятствует то, что распределения статистик критериев 

при справедливости 0H  оказываются неизвестными. Но 

это не исключает возможности их применения при ис-
пользовании компьютерных технологий для исследования 
распределений статистик в интерактивном режиме. 

В случае принадлежности выборок симметричному за-
кону с “хвостами”, более легкими, чем у нормального за-
кона, преимущество в мощности сохраняется за парамет-
рическими критериями, и критерии упорядочиваются по 
практически так же, как и при нормальном законе. 

При симметричных законах с более тяжелыми “хво-
стами” по сравнению с нормальным законом порядок 

предпочтения меняется, и при 2k   критерии располага-

ются следующим образом: 

Флайне–Киллина  Клотца  Муда  Левене   

Сижела–Тьюки  Ансари–Бредли  Миллера  

О’Брайена  Лайарда  Модифицированный Оверолла–

Вудворда  группа критериев (Бартлетта, Кокрена, 

Хартли, Фишера, Неймана–Пирсона, Оверолла–Вудворда) 

 Ньюмана  группа критериев (Блисса–Кокрена–

Тьюки, Кадуэлла–Лесли–Брауна, Линка) 

В той же ситуации, но при 2k  , когда могут приме-

няться не все критерии, имеем следующую упорядочен-
ность: 

Флайне–Киллина  Левене  О’Брайена  Лайарда  
Модифицированный Оверолла–Вудворда  Миллера  

Бартлетта  Неймана–Пирсона  Оверолла–Вудворда 
 Хартли  Кокрена  Кадуэлла–Лесли–Брауна  

Блисса–Кокрена–Тьюки. 

В системе [2] реализована возможность применения 
параметрических критериев проверки гипотез об одно-
родности дисперсий при законах распределения, отлича-
ющихся от нормального, но известных. Информация о 
предполагаемом законе может быть следствием предше-
ствующих исследований. Она может быть получена также 
в результате идентификации закона по выборке, получен-
ной объединением анализируемых. 

Более полная информация о достоинствах и недостат-
ках конкретных критериев представлена в [21]. 

X. ЗАКЛЮЧЕНИЕ  

Очевидно, что в задачах метрологического обеспече-
ния измерительных процессов используется далеко не 
полный спектр эффективных статистических методов, 
способных оказать положительное влияние на качество 
этого обеспечения. Осознание этого факта и знание ре-
альных свойств множества статистических критериев 
должно способствовать прогрессу в решении задач, стоя-
щих перед метрологами.  

Далеко не последняя роль в разрешении множества 
проблем, препятствующих эффективному использованию 
статистических критериев, в том числе в задачах метроло-
гии, принадлежит компьютерным технологиям исследо-
ваний и программному обеспечению. 
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