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ОБЕСПЕЧЕНИЕ НАИБОЛЬШЕЙ МОЩНОСТИ  

ПРИМЕНЯЕМЫХ КРИТЕРИЕВ ТИПА 
2 

 

The power of criterion 
2  is researched. The methods of Pirson’s statistic calculation are 

presented, and dependence of criteria power from connection method is researched. The calcula-

tion results are shown. 
 

Использование критериев согласия типа 2  предполагает, что неоднозначность при 

построении и вычислении статистик бывает связана с выбором числа интервалов и тем, ка-

ким образом область определения случайной величины разбивается на интервалы. Естест-

венно, что такой «произвол» отражается на статистических свойствах применяемых крите-

риев, в частности на их мощности при различении близких конкурирующих гипотез. Оче-

видно, что выбор числа интервалов и способа разбиения на интервалы следует осуществлять 

с позиций обеспечения максимальной мощности критерия. 

Критерии согласия могут использоваться при проверке простых гипотез вида  

), ,()(  : 00  xFxFH  

где ) ,(0 xF  – функция распределения вероятностей, с которой проверяется согласие наблю-

даемой выборки независимых одинаково распределенных величин ; , , , 21 nXXX     – из-

вестное значение параметра (скалярного или векторного), и сложных гипотез 

:0H    ,    ), ,( )( 0  xFxF  

где   – пространство параметров. В процессе проверки сложной гипотезы оценка парамет-

ра ̂  вычисляется по этой же самой выборке. Если оценка ̂  вычислена по другой выборке, 

то гипотеза простая.  

При использовании критериев согласия типа 2  область определения случайной ве-

личины разбивается на k  интервалов граничными точками 

.110 kk xxxx    

Статистика 2
nX  Пирсона вычисляется в соответствии с соотношением  

,
)(

))(/(

1

2
2


 




k

i i

ii
n

P

Pnn
nX                                                       (1) 

где in  – количество наблюдений, попавших в интервал; 
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iP  При справедливой простой ги-

потезе 0H  предельное распределение статистики )( 0
2 HXG n  есть 2 -распределение с чис-

лом степеней свободы .1k  Если по выборке оценивалось m  параметров закона в результа-

те минимизации статистики ,2
nX  то статистика подчиняется 2 -распределению с 1mk  

степенями свободы.  

При справедливой альтернативной гипотезе 1H  предельное распределение 

)( 1
2 HXG n  представляет собой нецентральное 2 -распределение с тем же числом степеней 

свободы и параметром нецентральности  
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i dxxfxfnc  ),(1 xf  соответствует альтернативе. 

В случае проверки сложных гипотез и оценивания по выборке параметров наблю-

даемого закона использование в качестве предельных 2
1 mk -распределений справедливо 

лишь при определении оценок минимизацией статистики 2
nX  или при вычислении по сгруп-

пированным данным оценок максимального правдоподобия (ОМП). 

Статистика типа 2  Никулина [1…4] отличается от статистики 2
nX  только при 

сложных гипотезах. Предельное распределение этой статистики есть обычное распределе-

ние 2
1k  (количество степеней свободы не зависит от числа оцениваемых параметров). Не-

известные параметры распределения ),( xF  в этом случае должны оцениваться по негруп-

пированным данным методом максимального правдоподобия, причем вектор вероятностей 

попадания в интервал T
kPP ) ..., ,( 1P  предполагается заданным и граничные точки интерва-

лов определяются соотношениями ),  ()( 1
1

ii PPFx     .)1(,1  ki  

Данная статистика имеет вид [1] 

),()()()( 122   aa ΛΤ
nn nXY                                                 (3) 

где 2
nX  вычисляется в соответствии с (1). Элементы и размерность матрицы 
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определяются оцениваемыми компонентами вектора параметров ,  ) ,( jlJ   – элементы 

информационной матрицы );(J  
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/  /)( 111     – элементы вектора ),(a  величины il
w  определяются соот-

ношением  
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При верной конкурирующей гипотезе статистика 2
nY  имеет в качестве предельного 

)|( 1
2 HYG n  нецентральное 

2
1χ k -распределение с параметром нецентральности  
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где элементы вектора )(d  определяются как ./)(  /)()( 111 kkkl PcwPcwd
ll

     

Зависимость мощности от способа группирования. Как упоминалось выше, целе-

направленно воздействовать на мощность критериев типа 2  можно за счет двух факторов: 

выбора граничных точек интервалов и выбора числа интервалов. 

Особенно сильное влияние способ группирования оказывает на предельное распре-

деление ).( 1
2 HXG n  В работах [5…9] показано, что критерии согласия 2  Пирсона и отноше-

ния правдоподобия при проверке как простых, так и сложных гипотез имеют максимальную 
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мощность по сравнению с близкими альтернативами, если использовать такое разбиение 

области определения случайной величины на интервалы, при котором потери в информации 

Фишера о параметрах закона, соответствующего гипотезе ,0H  минимальны (асимптотиче-

ски оптимальное группирование). Чем меньше потери в информации Фишера, связанные с 

группированием данных, тем больше параметр нецентральности, определяемый соотноше-

нием (2). В [5; 9] для конкретных законов распределения представлен достаточно широкий 

состав построенных таблиц асимптотически оптимального группирования  

(АОГ-группирования), минимизирующего потери в информации Фишера. Использование 

АОГ-группирования при заданном числе интервалов обеспечивает максимальную мощность 

при близких гипотезах. 

Исследование распределений статистики 2
nY  Никулина, которая отличается от ста-

тистики 2
nX  только при сложных гипотезах, показало, что как ),|( 0

2 HYG n  так и )|( 1
2 HYG n  

несущественно зависят от способа группирования. Более того, наши исследования, прове-

денные на основе методов статистического моделирования, показали, что с позиций наи-

большей мощности разбиение на интервалы равной вероятности (РВГ-группирование) ока-

зывается наиболее предпочтительным. Подчеркнем, что критерий типа 2  Никулина мощ-

нее, чем критерии 2  Пирсона и отношения правдоподобия. 

Зависимость мощности от числа интервалов k. Зная предельные распределения 

)|( 0HSG  и )|( 1HSG  статистики ,S  для любого заданного уровня значимости   можно 

оценить мощность соответствующего критерия, рассматривая ее как функцию от числа ин-

тервалов k  при заданном объеме выборки .n  Исследование мощности критериев Пирсона и 

Никулина как функции от n  и k  проводилось аналитически и методами статистического 

моделирования. Причем результаты аналитических вычислений полностью подтверждаются 

оценками мощности, полученными на основании моделирования.  

Величина мощности для критериев типа 2  может быть вычислена в соответствии с 

выражением [10] 
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где s  – параметр нецентральности, определяемый соотношениями (2) и (4); ) ,( rx   представ-

ляет собой (1 – )-процентную точку 2
r -распределения с r  степенями свободы ( – задан- 

ная вероятность ошибки первого рода,  – вероятность ошибки второго рода). Все приводи-

мые ниже функции мощности строились при уровне значимости .1,0  

Функции мощности критерия 2χ  Пирсона, в зависимости от числа k  равновероят-

ных интервалов при различных n  при проверке простой гипотезы о согласии с экспоненци-

альным законом  xxfH  exp)(  :( 00  при ;1  :1H   xxf  exp)(1  при 

)05,1 представлены на рис. 1, а аналогичные функции при использовании АОГ-группиро- 

вания – на рис. 2 [5; 9]. И в том, и в другом случае с ростом k  мощность падает, но в случае 

асимптотически оптимального группирования она выше, чем при равновероятном. 

Функции мощности критерия 2χ  Пирсона в случае РВГ-группирования при проверке 

простой гипотезы о согласии с нормальным законом :0H  
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при ,00   11   (в качестве альтернативы был использован нормальный закон 1H  при 

,05,00   )05,11   приведены на рис. 3; аналогичные функции мощности в случае исполь-

зования АОГ-группирования – на рис. 4 [5; 9]. 

Функции мощности критерия 2χ  Пирсона при проверке гипотез о согласии с распределением 

Вейбулла  приведены на  рис. 5…8.  Функции  мощности критерия 2χ  Пирсона  при проверке  
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простой гипотезы о согласии с распределением Вейбулла при РВГ-группировании представ-

лены на рис. 5 (гипотеза :0H
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xf  при ,30   ;21   в качестве аль-

тернативы 1H  рассматривается также распределение Вейбулла, но с параметрами ,05,30   

).05,21   Для этой же пары гипотез на рис. 6 показаны функции  мощности критерия для 

АОГ-группирования. Функции мощности критерия 2χ  Пирсона при проверке сложной гипо-

тезы о согласии с распределением Вейбулла при использовании РВГ-группирования и близ-

кой альтернативы, соответствующей распределению Накагами  
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при ,5 548,10   ;5 759,11   ,5 160,02   приведены на рис. 7. Функции мощности для той 

же пары гипотез для случая АОГ-группирования иллюстрирует рис. 8. 

Функции мощности критерия типа 2χ  Никулина при проверке сложной гипотезы о 

согласии с нормальным законом :0H  ,
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xf  когда в качестве аль-

тернативы рассматривается близкий ему логистический закон  
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при значениях параметров ,00   ,11   позволяют сделать вывод о том, что функции мощ-

ности критерия 2χ  Пирсона в данной ситуации являются строго убывающими по k  функ-

циями и принимают максимальное значение при минимально возможном значении числа 

интервалов 4k  (рис. 9). 

Результаты расчета функций мощности по соотношению (5) контролировались ста-

тистическим моделированием функций мощности, при котором строились эмпирические 

функции распределений )|( 0HSG n  и )|( 1HSG n  для статистик S  рассматриваемых крите-

риев, и находились оценки мощности. Результаты моделирования оказались очень близкими 

к расчетным. 

 

Заключение. Анализ функций мощности для различных альтернатив при проверке 

простых и сложных гипотез показывает, что с увеличением числа интервалов мощность 

критериев типа 2χ  падает. Это соответствует и результатам работ [11; 12]. Максимальная 

мощность при заданном объеме выборки n  может достигаться критериями или при мини-

мальном числе интервалов, или при некотором оптимальном значении .k  

Увеличение мощности критериев 
2  Пирсона и отношения правдоподобия возмож-

но за счет двух факторов: выбора АОГ-группирования в качестве способа разбиения области 

определения случайной величины и подбора оптимального числа интервалов k  при задан-

ном объеме выборки .n  

Увеличение мощности критерия типа 2  Никулина возможно только за счет выбора 

оптимального числа интервалов. 

Оптимальное число интервалов k  зависит от объема выборки n  и конкретной пары 

конкурирующих гипотез 0H  и .1H  Чаще всего оптимальное значение k  оказывается  

существенно меньше значений, рекомендуемых различными регламентирующими докумен-

тами и задаваемых множеством эмпирических формул, широкий перечень которых приво-

дится, например, в [13]. 
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Таким образом, имея пару альтернатив, всегда можно выбрать оптимальное число 

интервалов и подобрать оптимальное разбиение на интервалы, в результате чего мы будем 

иметь критерий максимальной мощности, наилучшим образом различающий данные конку-

рирующие гипотезы. 

Работа выполнена при поддержке Российского фонда фундаментальных исследова-

ний (№ 00-01-00913). 
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