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Аннотация – Проведен сравнительный анализ мощности клас-

сических критериев однородности дисперсий (критериев Фи-

шера, Бартлетта, Кокрена, Хартли, Левене). Исследованы рас-

пределения статистик критериев при нарушении предположе-

ний о принадлежности выборок нормальному закону. Исследо-

ваны распределения и мощность непараметрических критери-

ев однородности характеристик рассеяния (Ансари-Бредли, 

Муда, Сижела-Тьюки, Кейпена и Клотца). Проведен сравни-

тельный анализ мощности классических критериев однород-

ности дисперсий с мощностью непараметрических критериев. 

Построены таблицы процентных точек для критерия Кокрена 

в случае некоторых законов, отличных от нормального. 
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I. ВВЕДЕНИЕ 

РОВЕРКА однородности выборок – часто используемая 

на практике задача статистического анализа. Естест-

венно, что наиболее полные выводы могут быть получены в 

случае проверки гипотез об однородности законов распре-

деления, однако исследователя могут в большей степени 

интересовать вопросы о возможных отклонениях в средних 

значениях выборок или о различии в характеристиках рас-

сеяния результатов измерений. 

Одним из основных предположений при построении клас-

сических критериев проверки однородности дисперсий яв-

ляется принадлежность наблюдаемых случайных величин 

(погрешностей измерений) нормальному закону. Поэтому 

применение классических критериев всегда сопряжено с 

вопросом, насколько корректны получаемые выводы в дан-

ной конкретной ситуации? При нарушении предположения о 

принадлежности анализируемых величин нормальному за-

кону условные распределения статистик критериев при 

справедливости проверяемой гипотезы, как правило, сильно 

изменяются. 

В имеющихся публикациях нет полной информации о 

мощности классических критериев проверки однородности 

дисперсий и о сравнительном анализе мощности классиче-

ских критериев и непараметрических критериев проверки 

гипотез об однородности характеристик рассеяния (пара-

метров масштаба). 

Настоящая работа продолжает исследования устойчивости 

критериев проверки гипотез о равенстве дисперсий [1, 2]. 

Сравниваются классические критерии Бартлетта [3], Кокре-

на [4], Фишера, Хартли [5], Левене [6], рассматриваются 

непараметрические (ранговые) критерии Ансари-Бредли [7], 

Сижела-Тьюки [8], Муда [9], Кейпена [10] и Клотца [11].  

Цель работы заключалась: 

 в исследовании распределений статистик перечисленных 

критериев при законах распределения наблюдаемых слу-

чайных величин, отличных от нормального;  

 в сравнительном анализе мощности критериев отно-

сительно конкретных конкурирующих гипотез;  

 в реализации возможности применения классических 

критериев в условиях нарушения предположений о нор-

мальности случайных величин.  

II. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 

Проверяемая гипотеза о постоянстве дисперсий m  выбо-

рок имеет вид 

 
2 2 2

0 1 2: ... mH , (1) 

а конкурирующая с ней гипотеза 

 
1 2

2 2
1 : i iH , (2) 

где неравенство выполняется хотя бы для одной пары ин-

дексов 1 2,i i . 

Исследование распределений статистик, построение для 

этих распределений процентных точек и оценка мощности 

критериев относительно различных конкурирующих гипотез 

опирались на развиваемые на кафедре прикладной матема-

тики Новосибирского государственного технического уни-

верситета компьютерные технологии исследования вероят-

ностных и статистических закономерностей, в основе кото-

рых лежит методика статистического моделирования и раз-

виваемое программное обеспечение. Объем моделируемых 

выборок исследуемых статистик составлял величину 
610N . При таких N  величина разности между истинным 

законом распределения статистики и смоделированным эм-

пирическим по модулю не превышает величины 10
-3

. 

П 



Исследования распределений статистик проводились при 

различных наблюдаемых законах, в частности, в случае 

принадлежности моделируемых выборок семейству с плот-

ностью 
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при различных значениях параметра формы 0 . Это семей-

ство может быть хорошей моделью для законов распределе-

ния погрешностей различных измерительных систем. Рас-

пределение 0( )De  включает в качестве частных случаев 

распределение Лапласа 0 1  и нормальное 0 2 . 

Семейство (3) позволяет задавать различные симметричные 

законы распределения в той или иной мере отличающиеся от 

нормального: чем меньше значение параметра формы 0 , 

тем «тяжелее» хвосты распределения 0De , чем больше 

параметр, тем хвосты «легче». 

При сравнительном анализе мощности критериев рассмат-

ривались конкурирующие гипотезы вида 1H : 0m d . То 

есть конкурирующей гипотезе соответствует ситуация, ко-

гда 1m  выборка принадлежат закону с некоторым 0 , 

в то время как одна из выборок, например, с номером m  

имеет некоторую отличную дисперсию. Проверяемой гипо-

тезе соответствует ситуация 
2 2 2 2

0 1 2 0: ... mH . 

III. ИССЛЕДУЕМЫЕ КРИТЕРИИ 

A. Критерий Бартлетта 

Статистика критерия Бартлетта [3] вычисляется в соответ-

ствии с соотношением: 
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m  – количество выборок, in  – объемы выборок, i in , 

если математическое ожидание известно, и  1i in , если 

неизвестно, 
1

m

i

i

N , 
2
iS  – оценки выборочных диспер-

сий. При неизвестном математическом ожидании оценки 
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1
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, где ijX  – j -е наблюдение в i -й 

выборке, 
1

1 in
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X X
n
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Если гипотеза 0H  верна, все 3i  и выборки извлека-

ются из нормальной генеральной совокупности, то стати-

стика (4) приближенно подчиняется 
2

1m - распределению. 

При нормально распределенных результатах измерений рас-

пределение статистики (4) практически не зависит от объе-

мов выборок in  [1].  Если законы распределения наблюдае-

мых величин отличаются от нормального закона, распреде-

ление 
2

0( )G H  статистики (4) становится зависящим от 

in  и отличается от 
2

1m .  

B. Критерий Кокрена 

Когда все in  одинаковы, 1 2 ... mn n n n ,  может ис-

пользоваться более простой критерий Кокрена [4]. Стати-

стика Q критерия Кокрена выражается формулой  
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где 
2 2 2 2
max 1 2max , ,..., mS S S S , m  – число независимых 

оценок дисперсий (число выборок), 
2
iS  – оценки выбороч-

ных дисперсий. 

Распределения статистики Кокрена сильно зависят от объ-

ема наблюдаемых выборок. В справочной литературе для 

ограниченного числа значений n  приводятся только табли-

цы процентных точек, которые и используются при про-

верке гипотез. 

C. Критерий Хартли 

Критерий Хартли [5], так же как и критерий Кокрена, ис-

пользуется в случае выборок равного объема. 
 

Статистика критерия Хартли проверки гипотезы однород-

ности дисперсий имеет вид 

 

2
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2
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s
F

s
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где 
2 2 2 2
max 1 2max , ,..., mS S S S , 

2 2 2 2
min 1 2min , ,..., mS S S S , 

m  – число независимых оценок дисперсий (число выборок). 

В литературе для распределений статистики (6) приводят-

ся лишь таблицы процентных точек в зависимости от 

1 m  и 2 1n . 

D. Критерий Левене 

Статистика критерия Левене [6] имеет вид: 
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где m  – количество выборок, in  − объем i -й выборки, 

1

m

i

i

N n , ijX  – j -е наблюдение в i -й выборке, 

iij ijZ X X , в котором iX  − среднее в i -й выборке. 

iZ  − среднее ijZ  по i -й выборке, Z  − среднее ijZ  по 

всем выборкам. 

В некоторых описаниях критерия говорится, что в случае 

принадлежности выборок нормальному закону и справедли-

вости 0H  эта статистика подчинятся 
1 2,F -распределению 

Фишера с числом степеней свободы 1 1m  и 

2 N m . На самом деле при объемах выборок в 10÷20 

элементов распределения статистики существенно отли-

чаются от 
1 2,F -распределения, и это надо иметь ввиду 



при использовании критерия. То, что распределение стати-

стики (7) не является 
1 2,F -распределением Фишера оче-

видно из определения величин ijZ , которые в любом случае 

не принадлежат нормальному закону, а, следовательно, (7) 

не может подчиняться 
1 2,F -распределению. В этой связи 

процентные точки распределения исследовались методами 

статистического моделирования. В то же время, как показа-

ли наши исследования, уже при объемах выборок 40in  

максимальное отклонение распределения статистики от 

1 2,F -распределения Фишера не превышает величины 0.005 

(в случае принадлежности анализируемых выборок нормаль-

ному закону). 

Критерий Левене менее чувствителен к отклонениям ана-

лизируемых выборок от нормального закона. Однако он ока-

зывается и менее мощным. 

В оригинальном критерии Левене предусмотрено исполь-

зование только выборочных средних. В работе [12] предло-

жено в статистике вида (7) в качестве оценок среднего ис-

пользовать выборочные медиану и усеченное среднее.  

Однако наши исследования показали, что использование в 

(7) выборочных медианы или усеченного среднего приводит 

к изменению распределения 0( )G W H  статистики (7). 

E. Критерий Фишера 

Критерий Фишера используется для проверки гипотезы о 

равенстве дисперсий двух выборок случайных величин. Ста-

тистика критерия имеет простой вид  

 

2
1

2
2

s
F

s
, (8) 

где 
2
1s  и 

2
2s  – несмещенные оценки дисперсий, вычислен-

ные по выборкам. 

В случае принадлежности выборок нормальному закону и 

справедливости 
2 2

0 1 2:H  эта статистика подчинятся 

1 2,F -распределению Фишера с числом степеней свободы 

1 1 1n  и 2 2 1n . Проверяемая гипотеза отклоняется 

при малых 
1 2/2, ,F F  или больших 

1 21 /2, ,F F  

значениях статистики. 

F. Критерий Ансари-Бредли 

Непараметрические аналоги критериев проверки однород-

ности дисперсий предназначены для проверки гипотез о 

принадлежности двух выборок с объемами 1n  и 2n  общей 

генеральной совокупности с одинаковыми характеристи-

ками рассеяния. При этом, как правило, предполагается ра-

венство средних значений.  

 

Статистика критерия Ансари-Бредли [7] имеет вид 

 
1

1 2 1 2

1

1 1

2 2

n

i

i

n n n n
S R , (9) 

где iR  - ранги первой выборки в общем вариационном ряду. 

В случае принадлежности выборок одному и тому же за-

кону распределение статистики (9) при справедливости про-

веряемой гипотезы 0H  не зависит от вида этого закона. 

Дискретностью распределения статистики (9) можно пре-

небречь практически с 1 2, 40n n . 

 

 

G. Критерий Сижела-Тьюки 

Вариационный ряд, построенный по объединенной выбор-

ке, 1 2 ... nx x x , где 1 2n n n , преобразуется в после-

довательность вида 

1 1 2 3 2 3 4 5, , , , , , , , ,n n n nx x x x x x x x x , 

т.е. оставшийся ряд “переворачивается” каждый раз после 

приписывания рангов паре крайних значений. В качестве 

статистики критерия используется сумма рангов меньшей по 

объему выборки. При 1n < 2n  статистика критерия [8] имеет 

вид 

 
1

1

n

i

i

R R . (10) 

Дискретностью распределения статистики (10) можно 

пренебречь практически с 1 2, 30n n . 

H. Критерий Муда 

Статистика критерия [9] имеет вид 

 
1

2

1 2

1

1

2

n

i

i

n n
M R , (11) 

где iR  - ранги меньшей по объему выборки в общем вариа-

ционном ряду двух выборок. Дискретностью распределения 

статистики (11) можно вообще пренебречь с 1 2, 20n n .  

I. Критерий Кейпена 

Если iR  - ранг i -го элемента меньшей по объему выборки 

в общем упорядоченном по возрастанию ряду, то статистика 

критерия [10] может быть записана в виде 

 
1

,  
m

m n i

i

K a R m n , (12) 

где m n ia R  - математическое ожидание квадрата i -ой 

порядковой статистики в выборке объема m n  из стан-

дартного нормального распределения, называемые метками 

критерия. Значения Na i  приведены в литературе, напри-

мер в [13]. 

В отличие от предыдущих критериев распределение ста-

тистики (12) данного критерия является достаточно гладким. 

J. Критерий Клотца 

Статистика критерия [11] имеет вид 

 
2

1 1

i

m

R

i m n

L u , (13) 

где u  - -квантиль стандартного нормального распределе-

ния, iR  - ранги, полученные элементами меньшей по объе-

му выборки (объема m ) в общем упорядоченном по возрас-

танию ряду. 

Распределение статистики (13) также достаточно гладкое. 

 



При объемах выборок 1 2, 10n n  дискретные распреде-

ления статистик (9)- (13) достаточно хорошо приближается 

нормальным законом. Поэтому вместо статистик (9)-(13) 

чаще используются их нормированные аналоги, которые 

приближенно подчиняются стандартному нормальному за-

кону. 

IV. РЕЗУЛЬТАТЫ ЭКСПЕРИМЕНТОВ 

О преимуществах того или иного критерия при заданной 

вероятности ошибки 1-го рода  (отклонить верную гипо-

тезу 0H ) можно судить по величине мощности 1 , где  

- вероятность ошибки 2-го рода (не отклонить гипотезу 0H  

при справедливости конкурирующей гипотезы 1H ). В [14] 

однозначно говорится о более низкой мощности критерия 

Кокрена по сравнению с критерием Бартлетта. В [1] на при-

мере проверки гипотез об однородности дисперсий пяти 

выборок было показано, что выше мощность у критерия 

Кокрена. 

Исследование мощности критериев Бартлетта, Кокрена, 

Хартли, Фишера и Левене относительно конкурирующих 

гипотез вида 1H : 2 1d , 1d  (при числе выборок 

2m  в случае принадлежности случайных величин нор-

мальному закону) показало, что критерии Бартлетта, 

Кокрена, Хартли и Фишера в случае проверки однородно-

сти 2-х выборок имеют одинаковую мощность. Критерий 

Левене заметно им уступает.  

При законах распределения, отличных от нормального, 

например, в случае принадлежности двух анализируемых 

выборок семейству законов распределения (3) критерии 

Бартлетта, Кокрена, Хартли и Фишера остаются эк-

вивалентными по мощности, а критерий Левене заметно им 

уступает. Однако в случае законов с более “тяжелыми хво-

стами” (например, в случае принадлежности выборок рас-

пределению Лапласа) критерий Левене имеет преимущество 

в мощности. 

Критерии Бартлетта, Кокрена, Хартли и Левене могут 

применяться при числе выборок 2m . В таких ситуациях 

мощность этих критериев оказывается различной. При 

2m  в случае выполнения предположений о нормальном 

законе данные критерии можно упорядочить по убыванию 

мощности следующим образом: 

Кокрена  Бартлетта  Хартли  Левене. 

Порядок предпочтения сохраняется и в случае нарушений 

предположений о нормальном законе. Исключение касается 

ситуаций, когда выборки принадлежат законам с более “тя-

желыми хвостами” по сравнению с нормальным законом. 

Например, в случае принадлежности выборок закону Лапла-

са критерий Левене оказывается несколько мощнее трех 

других. 

Результаты исследований мощности непараметрических 

критериев показали заметное преимущество критерия Муда 

и практическую эквивалентность критериев Ансари-Бредли, 

Сижела-Тьюки, Кейпена и Клотца. Естественно, что непара-

метрические критерии уступают по мощности параметриче-

ским. На Рис. 1 приведены графики мощности критериев 

относительно конкурирующих гипотез 
1
1 2 1: 1.1H  и 

2
1 2 1: 1.5H  в зависимости от объема выборок in  при 

0.1 в случае нормального закона. Как видим, преиму-

щество в мощности критерия Кокрена по сравнению с наи-

более мощным из непараметрических критерием Муда дос-

таточно существенное. Напомним, что в случае 2-х выборок 

мощности критериев Бартлетта, Кокрена, Хартли и Фишера 

совпадают. 

 
Рис. 1. Мощность критериев относительно конкурирующих гипотез 1H  и 

3H  в зависимости от объема выборки n  при 0.1  в случае нормального 

закона. 
 

Распределения статистик непараметрических критериев не 

зависят от вида закона, если обе выборки принадлежат од-

ной и той же генеральной совокупности. Но, если выборки 

принадлежат разным законам, то при справедливости прове-

ряемой гипотезы 0H  о равенстве дисперсий распределения 

статистик непараметрических критериев изменяются: они 

зависят от вида этих законов. 

На Рис. 2, в качестве примера, подтверждающего этот 

факт, показаны распределения нормированной статистики 

критерия Муда, когда две выборки одинакового объема 

10n  подчиняются различным парам законов семейства 

(3) при равенстве дисперсий. Как видим, распределение за-

висит и от того, какая по порядку выборка, какому закону 

принадлежит. 

 
Рис. 2. Распределения нормированной статистики критерия Муда при спра-

ведливости 0H  в случае принадлежности пары выборок различным зако-

нам семейства (3). 

V. ОБСУЖДЕНИЕ РЕЗУЛЬТАТОВ 

Классические критерии имеют значительное преимущест-

во в мощности по сравнению с непараметрическими. Это 

преимущество сохраняется и тогда, когда анализируемые 

выборки принадлежат законам, существенно отличающимся 

от нормального. Поэтому есть основания для исследования 

распределений статистик классических критериев проверки 



однородности дисперсий (построение моделей распределе-

ний или таблиц процентных точек) при законах, наиболее 

часто используемых на практике (отличающихся от нор-

мального закона). Из рассмотренных критериев в наиболь-

шей степени на эту роль подходит критерий Кокрена. 

В случае принадлежности наблюдаемых величин семейст-

ву распределений (3) при значениях параметра формы 

0 1,  2, 3,  4,  5  и ряда значений n  на основании резуль-

татов статистического моделирования построены таблицы 

верхних процентных точек (1%, 5%, 10%) статистики крите-

рия Кокрена (для 2  5  выборок). Полученные результаты 

могут использоваться в ситуации, когда есть основания счи-

тать, что распределение (3) с соответствующим параметром 

0  представляет собой хорошую модель для наблюдаемых 

случайных величин. Построенные процентные точки уточ-

няют некоторые результаты, представленные в [1], и расши-

ряют возможности применения критерия Кокрена. 

VI. ВЫВОДЫ И ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

Таким образом, подводя окончательные итоги по резуль-

татам исследования критериев проверки гипотез об одно-

родности дисперсий, следует обратить внимание на сле-

дующие основные факты.  

В случае анализа 2-х выборок критерии Фишера, Бартлет-

та, Кокрена, Хартли обладают одинаковой мощностью отно-

сительно тех же конкурирующих гипотез. При анализе более 

2-х выборок преимущество в мощности имеет критерий 

Кокрена.  

Среди рассмотренных непараметрических критериев наи-

большей мощностью обладает критерий Муда, который за-

метно уступает критериям Фишера, Бартлетта, Кокрена, 

Хартли и Левене.  

Действие параметрических критериев при необходимости 

можно распространить на ситуации, когда выборки описы-

ваются законами, отличающимися от нормального, восполь-

зовавшись, как в нашем случае, методикой компьютерного 

моделирования для исследования распределений статистик и 

построения для этих распределений моделей или таблиц 

процентных точек. Из рассмотренных критериев в наиболь-

шей степени на эту роль подходит критерий Кокрена. Одна-

ко необходимо учитывать, что распределение статистики 

критерия будет зависеть от вида закона, объема выборок и 

во многих случаях от конкретных значений некоторых па-

раметров законов. При использовании соответствующего 

развитого программного обеспечения решение таких задач 

не вызывает принципиальных трудностей, а наличие про-

граммного обеспечения позволяет решать эти задачи по ме-

ре возникновения потребности. 

Разработано программное обеспечение, позволяющее  

корректно применять критерии однородности дисперсий в 

случае принадлежности анализируемых выборок произволь-

ным законам. 

Настоящие исследования выполнены при поддержке Рос-

сийского фонда фундаментальных исследований (проект № 

09-01-00056-а) и ФЦП "Развитие научного потенциала выс-

шей школы" на 2009-2013 годы. 
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