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Аннотация – В работе рассматриваются непараметриче-

ские критерии проверки гипотезы об отсутствии  корреляции, 

исследуются распределения статистик критериев для различ-

ных законов, проводится сравнительный анализ мощности 

критериев. 
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I. ВВЕДЕНИЕ 

ДНИМ ИЗ ПЕРВООЧЕРЕДНЫХ ЭТАПОВ анализа 

многомерных данных является корреляционный 

анализ, в процессе которого, в том числе, проверя-

ются гипотезы о значимости коэффициента парной корреля-

ции. 

В этих целях применяются параметрические и непарамет-

рические критерии. Параметрические критерии построены в 

предположении о нормальности многомерного распределе-

ния, для них известны предельные распределения, получены 

процентные точки [1], исследованы рамки применимости 

критерия [2]. С другой стороны, непараметрические крите-

рии обладают повышенной устойчивостью к отклонениям 

закона распределения наблюдений от нормального. 

В данной работе проводится сравнительный анализ непа-

раметрических критериев проверки гипотезы о значимости 

корреляции между двумя величинами. Исследуемые крите-

рии рассматриваются с точки зрения их эффективности по 

сравнению с классическим критерием проверки значимости 

коэффициента парной корреляции Пирсона (t-критерий) [2]. 

В данном случае под эффективностью будем понимать от-

носительную мощность критериев по сравнению с мощно-

стью классического критерия при соблюдении предположе-

ния о нормальности. Кроме того вызывает интерес степень 

устойчивости распределений статистик непараметрических 

критериев к существенным отклонениям наблюдаемого 

многомерного закона от нормального. 

Непараметрические критерии можно разделить на две 

группы: критерии, использующие порядковые статистики, и 

ранговые. Среди рассматриваемых в данной работе критери-

ев к первой группе относятся квадрантный критерий [3], 

приближенный критерий Шахани [4] и сериальный критерий 

Шведа-Эйзенхарта [5]. К ранговым критериям относятся  

критерий Гѐфдинга [6], критерий Ширахате [7] и критерий 

Фишера-Йейтса [8]. 

II. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 

A. Проверяемая гипотеза 

Пусть даны две выборки случайных величин x , y  харак-

теризующиеся некоторой совместной функцией распределе-

ния.  Проверяемая гипотеза имеет вид 

0 : 0xyH r .                                (1) 

При описании статистик критериев используются сле-

дующие обозначения: x , y  – выборочные медианы для x  и 

y соответственно; 
x
iR  – ранг i - го наблюдения (порядковый 

номер в  упорядоченной по возрастанию выборке x ), 
y
iR - 

аналогично для y ; ( )ix , ( )iy  – i -е порядковые статистики, 

полученные по выборкам x  и y .  

B. Методика моделирования 

При исследовании распределений статистик критериев ис-

пользовалась методика статистического моделирования [9].  

Моделирование псевдослучайных нормально распреде-

ленных векторов проводилось с помощью хорошо зареко-

мендовавшего себя преобразования [2]: пусть мы имеем со-

вокупность случайных величин { },  1,...,iZ i m , где iZ  – 

подчиняется стандартному нормальному закону с парамет-

рами (0;1) . Тогда вектор X , распределенный по многомер-

ному нормальному закону с вектором математического ожи-

дания M  и ковариационной матрицей ,  получается в ре-

зультате линейного преобразования вида  

X AZ M .   (2) 

Где A  – нижняя треугольная матрица, коэффициенты ija   

которой определяются рекуррентной процедурой (3). 

Процедуру моделирования многомерных величин, распре-

деленных по законам, отличным от нормального, с задан-

ными математическим ожиданием и ковариационной матри-
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цей предложено [9] реализовать в соответствии с описанным 

выше алгоритмом. При этом совокупность { },  1,...,iZ i m , 

формируется уже не по стандартному нормальному закону, а 

в соответствии с некоторым одномерным законом распреде-

ления с нулевым математическим ожиданием и единичной 

дисперсией. Затем заданная матрица раскладывается по 

формуле (3) и осуществляется преобразование (2). На выхо-

де мы имеем некоторый многомерный закон, отличный от 

нормального закона, с известным математическим ожидани-

ем, но, вообще говоря, с неизвестной ковариационной мат-

рицей, так как ковариационная матрица смоделированного 

закона не совпадает с используемой при моделировании 

матрицей . 
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Для моделирования различных совокупностей { }iZ , 

1,...,i m , распределенных по законам, отличающимся от 

нормальных, удобно использовать двустороннее экспонен-

циальное распределение (ДЭ( 0 1; ; )) с плотностью 

0

0 1

11

( ; , , ) exp
1 22 2

x
f x  ,     (4) 

где  – параметр формы, так как оно охватывает целый 

класс симметричных распределений. Частными случаями 

данного закона являются распределение Лапласа (при 

1 ), нормальное ( 2 ), предельными – распределение 

Коши ( 0 ) и равномерное ( ). Рис. 1 иллюстри-

рует изменение функции плотности двустороннего экспо-

ненциального распределения при изменении параметра 

формы от 0,5 до 10. Меняя параметр формы , мы можем 

задавать непрерывное «удаление» моделируемого (наблю-

даемого) многомерного закона от нормального, делая его 

более плосковершинным по сравнению с нормальным при 

2  или более островершинным при 0 2 . При 

2  будут формироваться псевдослучайные векторы  в 

соответствии с нормальным законом  

 
Рис. 1.  Функции плотности семейства (4). 

III. ИССЛЕДУЕМЫЕ КРИТЕРИИ  

A. Классический критерий 

В классическом корреляционном анализе при проверке 

гипотез о коэффициенте парной корреляции используют 

оценку коэффициента парной корреляции [2]: 
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где ˆ
ij  - элементы оценки ковариационной матрицы ˆ . То-

гда статистика для проверки гипотезы (1) имеет вид [2] 
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которая при справедливости гипотезы 0H  подчиняется рас-

пределению Стьюдента с 2n  степенями свободы. 

B. Критерии, использующие  порядковые  статистики 

Квадрантный критерий [3]. Критерий называется квад-

рантным, так как статистика критерия S  основана на числе 

наблюдений в квадрантах, на которые делится плоскость 

0x y  прямыми x x  и y y . Статистика критерия имеет 

вид 

1

( , )
n
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i

S s x y ,
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где

 

),( ii yxs  - «вес» i -го наблюдения, который вычисляет-

ся следующим образом: 
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В случае нечетного количества наблюдений медиана ис-

ключается из рассмотрения. При четном n , очевидно, зна-

чения функции ),( ii yxs  принимают значения 0  или 1 . 

Гипотеза 0H  не отклоняется если 2 1 2S S S .        

 Распределение статистики является дискретным и суще-

ственно зависит от n . Таблицы процентных точек приведе-

ны, например, в [1]. В пределе статистика распределена по 

нормальному закону с параметрами [3]: 
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Однако дискретностью статистики пренебрегать нельзя (см. 

рис.2). 



 
Рис. 2. Условные распределения 
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( | )

q
G S H   статистики квадрантного 

критерия в случае двумерного нормального закона их аппроксимации в 

случае 100n . 

 

Приближенный критерий Шахани [4]. Статистика кри-

терия вычисляется следующим образом: 
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Здесь (0,3 ) (0,7 ),  n nx x  – 0,3n -е и 0,7n -е порядковые стати-

стики соответственно. Распределение статистики является 

дискретным, но аппроксимируется полунормальным зако-

ном с параметрами (0;1) . Однако и в данном случае дис-

кретностью распределения статистики пренебрегать не сле-

дует (см. рис.3). Проверяемая гипотеза 0H  отвергается, если 

S u , где u  - квантиль полунормального распределения 

с параметрами (0;1) . 

Сериальный критерий Шведа-Эйзенхарта [5]. Для вы-

числения статистики критерия упорядочим совокупность 

наблюдений ( , )i ix y  по ix . Пару ( , )i ix y , iy y обозначим 

через a , а ( , )i ix y , iy y  через b . При четном n , наблю-

дение, соответствующее iy y , исключается из рассмотре-

ния. Исходная выборка преобразуется к последовательности 

вида , , , , , , ,...a b a a b b b . 

Последовательность из элементов одного вида, ограни-

ченная с двух сторон элементами другого вида, называется 

серией. Статистикой m  критерия Шведа-Эйзенхарта явля-

ется количество серий. Гипотеза 0H  отвергается если 

m m , критические значения m  приведены, например, в 

[1]. Очевидно, что распределение статистики, подобно рас-

пределению статистики квадрантного критерия, является 

дискретным и зависит от n . 

 

 
Рис. 3.  Условные распределения 
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G S H  статистики квадрантного 

критерия в случае двумерного нормального закона и полунормальное рас-

пределение 

C. Ранговые критерии 

Критерий Гѐфдинга [6]. Статистика критерия вычисляет-

ся следующим образом: 
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Рис. 4.  Условные распределения  

0
( | )G D H статистики критерия Гѐфдин-

га как при выполнении предположения о нормальности ( (0;1)N ) для раз-

личных n , как и при ее нарушении (ДЭ(0;1;0,1)) для 100n . 

 



Гипотеза 0H  отвергается, если D D . Критические 

значения D  приведены, например, в [1]. Распределение 

статистики является дискретным, однако дискретностью 

распределения можно пренебречь уже при достаточно ма-

лых n , распределение статистики зависит от объема рас-

сматриваемой выборки. 

Критерий Ширахате [7]. Статистика критерия имеет вид: 

1 1
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0H  не отвергается если 2 1 2S S S . Таблица про-

центных точек приведена в [1]. Распределение статистики 

критерия очень сильно зависит от объема выборок n . 

 

 
Рис. 5.  Условные распределения 

0
( | )G S H статистики критерия Шираха-

те,  как при выполнении предположении о нормальности ( (0;1)N ) для 

различных n, как и при ее нарушении (ДЭ(0;1;0,1)) для 100n . 

 

Критерий корреляции Фишера-Йэйтса [8]. Статистика 

имеет вид: 
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где ( )na i  - математическое ожидание i -й порядковой ста-

тистики в выборке объема n  из стандартного нормального 

распределения. Распределение статистики сходится к стан-

дартному нормальному закону. Проверяемая гипотеза 0H  

отвергается, если 1 2* u , где 1 2u  – квантиль  стан-

дартного нормального распределения.  

Распределение статистики уже при достаточно малых зна-

чениях n  является непрерывным и сходится к предельному.  

Распределения данной статистики устойчиво к отклонени-

ям многомерной выборки от нормального закона. Заметные 

отклонения распределений статистики от стандартного нор-

мального закона отмечается лишь в случае тяжелых хвостов 

наблюдаемого многомерного закона (см. рис. 6). 

 
Рис. 6.  Условные распределения 

0
( * | )G H статистики критерия Фишера-

Йейтса как при выполнении предположении о нормальности (N(0;1)) для 

n=10, как и при ее нарушении (ДЭ(0;1;0,1)) для 100n , а так же предель-

ное распределение 
0

( * | )G H . 

IV. РЕЗУЛЬТАТЫ МОДЕЛИРОВАНИЯ 

A. Исследование распределений статистик в случае на-

рушения предположений о нормальности  

Исследование распределений статистик критериев прово-

дилось как в случае принадлежности наблюдений много-

мерному нормальному закону, так и при существенных от-

клонения о него. В последнем случае в процедуре моделиро-

вания многомерных величин использовалось распределение 

(4). Рассматривались ситуации с очень тяжелыми хвостами 

при использовании в процедуре генерации псевдослучайных 

векторов (ДЭ(0; 1; 0,1)), а также случай более плосковер-

шинных по сравнению с нормальным законов при использо-

вании (ДЭ(0; 1; 4)), 100n . 

Результаты моделирования показали, что критерии, в ко-

торых оценивание коэффициента корреляции осуществляет-

ся при помощи порядковых статистик, устойчивы к откло-

нению наблюдаемого закона от нормального (даже при 

очень тяжелых хвостах).  

Напомним, что для классический критерий со статистикой 

(5) также устойчив к отклонениям наблюдаемого закона от 

нормального [2]. 

Ранговые критерии демонстрируют чувствительность к 

тяжелым хвостам (см. рис. 4, 5, 6). Распределения статистик 

ранговых критериев в случае  плосковершинного закона на 

рисунках не приведены, так как полученные распределения 

статистик практически совпадают со случаем для нормаль-

ного закона. 
 

 
Рис. 7.  Условные распределения статистик критериев, использующих по-

рядковые статистики, в случае нарушения предположения о нормальности 



B. Сравнительный анализ мощности критериев при вы-

полнении предположений о нормальности 

Исследование мощности критериев проводилось для кон-

курирующих гипотез 1 : 0,1H r  и 2 : 0,5H r . Ранговые 

критерии лишь немногим уступают по мощности классиче-

скому критерию (см. рис. 8). Исключение касается критерия 

Гѐфдинга, который заметно уступает остальным.  

 

 
Рис. 8.  Мощность ранговых критериев относительно конкурирующих ги-

потез 
1

H , 
2

H , в зависимости от объема выборки n  при 0,05  дву-

мерного нормального закона. 

 

А критерии, основанные на порядковых статистиках, по 

мощности относительно близких конкурирующих гипотез 

существенно устпает классическому t -критерию (см. рис. 

9). 

Наихудшие результаты показал сериальный критерий 

Шведа-Эйзенхарта. 

 
Рис. 9.  Мощность критериев, использующих порядковые статистики, отно-

сительно конкурирующих гипотез 
1

H , 
2

H , в зависимости от объема вы-

борки n  при 0,05  двумерного нормального закона. 

V. ВЫВОДЫ И ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

В работе рассмотрен ряд ранговых критериев и критериев, 

основанных на порядковых статистиках, предназначенных 

для проверки гипотезы о значимости корреляции между 

случайными величинами. Методами статистического моде-

лирования исследованы распределения статистик критериев 

и проведен сравнительный анализ мощностей критериев. 

Результаты показали, что ранговые критерии лишь немно-

гим, но уступают по мощности классическому t -критерию. 

Это естественно, так как t -критерий показывает высокую 

устойчивость к отклонениям наблюдаемого закона от мно-

гомерного нормального [2]. А в таких ситуациях, как прави-

ло, параметрические критерии лишь немногим превосходят 

непараметрические. Критерии же, основанные на порядко-

вых статистиках, заметно уступают по мощности классиче-

скому критерию. Наихудший результат по мощности пока-

зали критерий Шведа-Эйзенхарта и критерий Гѐфдинга.  

Настоящие исследования выполнены при поддержке Рос-

сийского фонда фундаментальных исследований (проект № 

09-01-00056-а) и ФЦП "Развитие научного потенциала выс-

шей школы" на 2009-2013 годы. 
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