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Рассмотрены модели порождения интервальных наблюдений. Предложена проце-
дура проверки гипотез о согласии теоретического закона распределения с интерваль-
ной выборкой. Сформулирована и доказана теорема об асимптотических свойствах
границ вероятности согласия.

Рассмотрим следующую модель порождения исходных данных. Пусть в результате экс-
перимента наблюдаются значения yi одномерной непрерывной случайной величины ξ

yi = xi + zi, (1)

где xi — точное значение, а zi — погрешность наблюдения. Если погрешность zi не превы-
шает по модулю некоторого числа di, то об истинном значении xi можно сказать, что оно
принадлежит интервалу [ai, bi], где

ai = yi − di и bi = yi + di.

Таким образом, интервал [ai, bi] содержит всю информацию об i-й реализации случайной
величины ξ.

Определение 1.Интервальным наблюдением называется интервал, содержащий не
известное точно значение реализации случайной величины.

Определение 2.Интервальной выборкой объема n называется множество из n
интервальных наблюдений:

Xn = {[ai, bi] | ai ≤ xi ≤ bi, ai ∈ R, bi ∈ R, i = 1, . . . , n}. (2)

Такие модели в [1] называются реалистическими.
Замечание 1. К подобной математической модели могут привести процедуры груп-

пирования и цензурирования данных, хорошо известные в классической статистике. От-
личие заключается в том, что интервалы группирования задаются априори, а в модели
(1) границы интервалов связаны с наблюдениями. Тем не менее, несмотря на различные
порождающие механизмы, все выводы, полученные для интервальной выборки (2), мож-
но перенести на случай группированных, цензурированных и частично группированных
выборок [2, 3].

Замечание 2. Интервалы [ai, bi] в модели (2) могут быть бесконечными. Эта ситуация
может возникнуть, например, в случае, когда стрелка измерительного прибора зашкали-
вает, и поэтому установить точное значение границы не представляется возможным.
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Основную информацию о распределении случайной величины ξ исследователь полу-
чает по эмпирической функции распределения или гистограмме, на которые опирают-
ся статистические методы анализа. Однако для интервальной выборки построение этих
функций, в общем случае, неоднозначно. Действительно, для построения гистограммы
область определения случайной величины разбивается на k непересекающихся интерва-
лов точками X0 < X1 < . . . < Xk и подсчитывается количество наблюдений, попавших
в интервалы (Xj, Xj+1], j = 0, . . . , k − 1. Если интервальное наблюдение [ai, bi] покрыва-
ет точку разбиения Xj, то точное значение наблюдения можно отнести как к интервалу
[Xj−1, Xj], так и к интервалу [Xj, Xj+1]. Множество всех допустимых гистограмм можно
получить простым перебором. Мощность этого множества резко возрастает с ростом объ-
ема выборки, поэтому использование гистограммы для наглядного представления данных
и статистического анализа затруднительно.

Более простым оказывается построение множества всех допустимых эмпирических
функций распределения. Упорядочим граничные точки интервалов:

a(1) ≤ a(2) ≤ . . . ≤ a(n), b(1) ≤ b(2) ≤ . . . ≤ b(n).

Предположим, что все точные значения наблюдений xi совпали с левыми границами ин-
тервалов. Тогда эмпирическая функция распределения будет иметь следующий вид:

Fn(x) =















0, x < a(1),

i

n
, a(i) ≤ x < a(i+1), i = 1, . . . , n − 1,

1, x ≥ a(n).

Аналогично, если все точные значения совпали с правыми границами интервалов, эмпи-
рическая функция распределения примет вид

Fn(x) =















0, x < b(1),

i

n
, b(i) ≤ x < b(i+1), i = 1, . . . , n − 1,

1, x ≥ b(n).

В общем случае эмпирическая функция распределения будет принадлежать множеству,
ограниченному сверху Fn(x) и снизу Fn(x):

Fn(x) ≤ Fn(x) ≤ Fn(x) ∀x ∈ R. (3)

Следующий пример иллюстрирует вид Fn(x) и Fn(x) в зависимости от формы представ-
ления данных.

Пример 1. Была сгенерирована обычная выборка объемом 100 наблюдений. Ее эм-
пирическая функция распределения приведена на рис. 1, а. Рис. 1, б соответствует пред-
положению, что наблюдения фиксировались с абсолютной погрешностью, а рис. 1, в – с
относительной погрешностью в исходных данных. Наконец, в последнем случае (рис. 1, г)
исходная выборка сгруппирована в 10 интервалов. На рис. 1, б – 1, г показаны графики
функций Fn(x) и Fn(x).

Применение классических методов статистического анализа к интервальным выборкам
в явном виде невозможно. Для адаптации известных методов обычным приемом может



30 Б. Ю. Лемешко, С. Н. Постовалов

Рис. 1. Эмпирическая функция распределения обычной (а)
и интервальных (б–г) выборок.

служить построение интервала неопределенности [4] интересующей исследователя стати-
стики. В частности, множества допустимых гистограмм и эмпирических функций рас-
пределения, рассмотренные выше, построены в соответствии с этим принципом. В самом
деле, если исходные данные известны с точностью до интервала, то естественным явля-
ется описание статистики также с помощью интервала. При этом статистические выводы
становятся менее определенными, но более надежными.

Далее рассмотрим процедуры проверки гипотез о согласии теоретического закона рас-
пределения случайной величины с интервальной выборкой. Аналогичные результаты были
получены в [5, 6]. Gastaldi в [5] нашел верхнюю и нижнюю границы статистики Колмогоро-
ва в случае, когда выборка задана с пропусками данных, но при этом известно количество
пропущенных наблюдений на интервалах между членами вариационного ряда (аналог ча-
стично группированной выборки). Орлов в [6] сформулировал общие подходы к проверке
гипотез в случае интервального представления выборки и в качестве одного из примеров
рассмотрел критерий Смирнова однородности двух выборок.

При проверке гипотез о согласии для найденного значения соответствующей статисти-
ки S? вычисляется вероятность

p = P{S > S?} =

∞
∫

S?

g(s)ds,

где g(s) — плотность распределения статистики при условии истинности нулевой гипоте-
зы. При заданном уровне значимости α гипотеза о согласии не отвергается, если p > α.
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В дальнейшем вероятность P{S > S?} будем называть вероятностью согласия. Когда вы-
борка задана неточно, то статистика принадлежит интервалу [S?, S?], где на основании (3)
границы определяются следующим неравенством:

S? = inf
Fn ≤ Fn ≤ Fn

S?(Fn, F ) ≤ S?(Fn, F ) ≤ sup
Fn ≤ Fn ≤ Fn

S?(Fn, F ) = S?. (4)

Вероятность P{S > S?} будет принадлежать интервалу [pmin, pmax], где

pmin =

∞
∫

S?

g(s)ds, pmax =

∞
∫

S?

g(s)ds.

Тогда, при заданном уровне значимости α, гипотезу о согласии следует отклонить, если
pmax ≤ α; гипотезу о согласии не следует отвергать, если pmin > α.

Рассмотрим использование этого подхода на примере критерия Колмогорова. Ста-
тистика критерия имеет вид

Dn = sup
x

|Fn(x) − F (x)|,

где Fn(x) — эмпирическая функция распределения, F (x) — теоретическая, согласие с ко-
торой проверяется, n — объем выборки. Преобразуем неравенство (3) к виду

Fn(x) − F (x) ≤ Fn(x) − F (x) ≤ Fn(x) − F (x),

F (x) − Fn(x) ≤ F (x) − Fn(x) ≤ F (x) − Fn(x).

Эти неравенства выполняются для всех , поэтому они сохраняются при взятии супремума:

sup
x

(Fn(x) − F (x)) ≤ sup
x

(Fn(x) − F (x)) ≤ sup
x

(Fn(x) − F (x)),

sup
x

(F (x) − Fn(x)) ≤ sup
x

(F (x) − Fn(x)) ≤ sup
x

(F (x) − Fn(x)).

Объединим эти неравенства в одно и, учитывая, что статистика Dn не может быть отри-
цательной, получим:

Dn = max{sup
x

(Fn(x) − F (x)), sup
x

(F (x) − Fn(x)), 0} ≤

≤ Dn = max{sup
x

(Fn(x) − F (x)), sup
x

(F (x) − Fn(x))} ≤ (5)

≤ Dn = max{sup
x

(Fn(x) − F (x)), sup
x

(F (x) − Fn(x))}.

Аналогичные оценки верхней и нижней границ получены для статистик критериев согла-
сия Смирнова, ω2 и Ω2 Мизеса [7]. Следующий пример иллюстрирует применение рассмо-
тренного подхода.

Пример 2. Была сгенерирована выборка из 100 наблюдений с абсолютной погреш-
ностью ε = 0.05, и проверено согласие с нормальным распределением с параметрами
µ = −0.0786 и σ = 0.9916 (рис. 2).

На диаграмме в правом верхнем углу цифрами обозначена вероятность согласия по
критериям: 1 — отношения правдоподобия, 2 — χ2 Пирсона, 3 — Колмогорова, 4 — Смир-
нова, 5, 6 — ω2 и Ω2 Мизеса. Заштрихованные области показывают интервалы неопреде-
ленности вероятности согласия.
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Рис. 2. Проверка согласия интервальной выборки с нормальным распределением.

На основании проверки гипотез можно сделать следующие выводы.

При уровне значимости α = 0.3 гипотеза о согласии не отвергается по критериям
отношения правдоподобия, χ2 Пирсона, Колмогорова, Смирнова, ω2.

При уровне значимости α = 0.5 гипотеза о согласии не отвергается по критериям
отношения правдоподобия, χ2 Пирсона, Смирнова.

При уровне значимости α = 0.9 гипотеза о согласии отвергается по критериям отно-
шения правдоподобия, χ2 Пирсона, Смирнова.

По остальным критериям однозначного вывода сделать невозможно.

Очевидно, что чем меньше интервал неопределенности [pmin, pmax], тем более опреде-
ленные выводы можно сделать. На длину интервала неопределенности ∆p = pmax − pmin

влияют неопределенность в задании исходных данных, выбранная модель, критерий со-
гласия и количество наблюдений. О том, как увеличение объема выборки влияет на ∆p,
говорит следующая теорема об асимптотических свойствах оценок границ статистики кри-
терия Колмогорова по интервальной выборке.

Теорема. Пусть задана последовательность интервальных выборок Xn, для кото-
рых нижняя и верхняя границы эмпирической функции распределения Fn(x) и Fn(x) схо-

дятся в равномерной метрике соответственно к F (x) и F (x) со скоростью O(1/n), и
sup

x

(F (x) − F (x)) ≥ c > 0.

Пусть также F — это множество всех функций распределения, непрерывных справа,
pmax(F,Xn) и pmin(F,Xn) — соответственно верхняя и нижняя границы вероятности
согласия по критерию Колмогорова.

Тогда при n → ∞:

1. ∀F ∈ F , таких что ∀x
(

F (x) ≤ F (x) ≤ F (x)
)

,
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а) pmax(F,Xn) → 1, б) pmin(F,Xn) → 0;

2. ∀F ∈ F , таких что ∃x
((

F (x) < F (x)
)

∨
(

F (x) > F (x)
)

)

,

а) pmax(F,Xn) → 0, б) pmin(F,Xn) → 0.

Доказательство. Статистика S =
(6nDn + 1)2

18n
при достаточно большом n имеет рас-

пределение

P{S > S?} = 1 − K

(

√

S?

2

)

,

где K(y) =
∞
∑

k=−∞

(−1)ke−2k2y2

— функция распределения Колмогорова [8].

Для оценок границ Dn и Dn статистики Dn, определенных в (5), при n → ∞ имеем:

pmin = 1 − K

(

6nDn + 1

6
√

n

)

→ 0, если ∃λ > 0 : Dn ≥ λ; (6)

pmax = 1 − K

(

6nDn + 1

6
√

n

)

→
{

1, если (Dn = 0) ∨ (Dn = O(1/n));
0, если ∃λ > 0 : Dn ≥ λ.

(7)

Теперь для доказательства теоремы достаточно исследовать асимптотическое поведе-
ние оценок границ Dn и Dn.

1. Пусть F (x) — произвольная функция распределения, проходящая между F (x) и
F (x).

а) Согласно (5) оценка снизу для нижней границы Dn имеет вид

Dn = max

{

sup
x

(Fn(x) − F (x)), sup
x

(F (x) − Fn(x)), 0

}

.

Если неравенство строгое: ∀x F (x) < F (x) < F (x), то первые две величины в фигурных
скобках будут отрицательными и Dn = 0. Если F (x) совпадает с F (x) на множестве A ⊆ R

и с F (x) на множестве B ⊆ R, то

Dn = max

{

sup
x∈A

(Fn(x) − F (x)), sup
x∈B

(F (x) − Fn(x))

}

≤

≤ max

{

sup
x∈A

|Fn(x) − F (x)|, sup
x∈B

|F (x) − Fn(x)|
}

= O(1/n).

б) Пусть x0 — точка, в которой

sup
x

(F (x) − F (x)) ≥ F (x0) − F (x0) ≥ c > 0.

Обозначим a = F (x0) − F (x0) ≥ 0 и b = F (x0) − F (x0) ≥ 0. Тогда a + b = F (x0) − F (x0) ≥
c > 0 и max{a, b} ≥ c/2. Используя оценку сверху для верхней границы Dn и введенные
обозначения, получим:

Dn = max

{

sup
x

(Fn(x) − F (x)), sup
x

(F (x) − Fn(x))

}

=
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= max

{

sup
x

(Fn(x) − F (x)) + sup
x

(F (x) − F (x)) , sup
x

(F (x) − F (x)) + sup
x

(F (x) − Fn(x))

}

≥

≥ max {O(1/n) + a , b + O(1/n)} .

Тогда ∃λ > 0 и ∃n0 : ∀n > n0

Dn ≥ max{a, b} + O(1/n) ≥ c/2 + O(1/n) ≥ λ > 0.

2. Так как pmax ≥ pmin, то (а) ⇒ (б), и достаточно показать, что pmax → 0.
Пусть x0 — точка, в которой F (x) > F (x) (аналогично рассматривается случай, когда

F (x) < F (x)). Обозначим d = F (x0) − F (x0) > 0.
Тогда ∃λ > 0 и ∃n0 : ∀n > n0

Dn = max

{

sup
x

(Fn(x) − F (x)), sup
x

(F (x) − Fn(x)), 0

}

≥

≥ F (x0) − Fn(x0) = F (x0) − F (x0) + F (x0) − Fn(x0) ≥
≥ d + O(1/n) ≥ λ > 0.

Теорема доказана.

Поведение pmax и pmin иллюстрирует следующий пример.
Пример 3. Были сгенерированы три интервальные выборки c абсолютной погрешно-

стью ε = 0.05, подчиненные одному и тому же закону распределения, объемом 100, 500
и 1000 наблюдений. Затем исследовано поведение pmin и pmax при проверке согласия по
критерию Колмогорова с нормальным распределением, у которого параметр µ зафикси-
рован, а параметр σ изменялся от 0.5 до 1.5 (рис. 3). Хорошо видно, что с ростом количе-
ства наблюдений верхняя кривая согласия (pmax) становится более крутой, а нижняя (pmin)
становится ближе к нулю. Это означает, что множество распределений, не отвергаемых
по критерию согласия, уменьшается при одном и том же уровне значимости, но неопре-
деленность при принятии решений о согласии для этих распределений увеличивается.

Из доказанной теоремы и рассмотренного примера вытекают два следующих практиче-
ских соображения. С одной стороны, очевидно, что, опираясь на критерий Колмогорова, в
случае интервальной выборки можно отсеять определенное множество законов распреде-
ления, не согласующихся с выборкой. С другой стороны, в этой же ситуации невозможно
с точностью до параметров идентифицировать закон распределения, наиболее хорошо со-
гласующийся с выборкой, если, например, для двух различных оценок параметров pmin = 0
и pmax = 1.

Таким образом, очевидно, что получение точечных оценок параметров распределений
является процедурой, в значительной степени зависящей от степени оптимизма исследова-
теля относительно соответствия выбранной модели исходным интервальным данным [9].
Действительно, нижнюю границу вероятности согласия можно рассматривать как случай

наихудшего расположения точных значений наблюдений в интервалах (“крайний песси-
мизм"), а верхнюю — как случай наилучшего расположения точных значений наблюдений
(“крайний оптимизм").

Если исследователем априорно задана некоторая параметрическая модель F (x, θ), то
верхняя и нижняя границы искомой функции распределения также должны принадле-
жать этой модели:

F (x) = F (x, θ1), F (x) = F (x, θ2).
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Рис. 3. Согласие интервальных выборок разного объема с нормальным распределением:
а — 100 наблюдений, б — 500 наблюдений, в — 1000 наблюдений.

В случае скалярного параметра θ, используя Fn(x, θ) и Fn(x, θ), мы можем естественным
образом получить интервальную оценку параметра, а в случае векторного параметра —
оценить область его допустимых значений T = {θ ∈ Ω | ∀x F (x, θ1) ≤ F (x, θ) ≤ F (x, θ2)}.

Заметим, что использование параметрической модели для описания интервальной вы-
борки может оказаться не всегда приемлемым, так как верхняя и нижняя границы эмпи-
рической функции распределения могут сходиться в общем случае к законам из разных
параметрических семейств.
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С учетом всего вышеизложенного можно сделать следующие выводы. При увеличении
объема интервальной выборки для целого множества априори допустимых для описания
данной случайной величины распределений длина интервала неопределенности вероят-
ности согласия растет и стремится к единице. Это значит, что функцию распределения
случайной величины, наблюдения которой фиксируются с неустранимой погрешностью,
невозможно определить точно, даже при очень большом числе экспериментов. Для описа-
ния такой случайной величины лучше либо использовать интервальные оценки парамет-
ров функции распределения, либо по отдельности аппроксимировать верхнюю и нижнюю
границы эмпирической функции распределения.
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