Метод Пауэлла и сопряженные направления
Метод Пауэлла относится к прямым методам (методам нулевого порядка). Этим методом наиболее эффективно осуществляется минимизация функций, близких к квадратичным. На каждой итерации алгоритма поиск осуществляется вдоль системы сопряженных направлений.

Два направления поиска 
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 называются сопряженными, если 
[image: image2.wmf]0

=

×

×

j

T

i

S

H

S

,  
[image: image3.wmf]j

i

¹

,


[image: image4.wmf]0

³

×

×

i

T

i

S

H

S

,  
[image: image5.wmf]j

i

=

,

где 
[image: image6.wmf]H

 - положительно определенная квадратная матрица.

Обоснование применения сопряженных направлений в алгоритмах оптимизации. В методе Пауэлла 
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Основная идея заключается в том, что если на каждом этапе поиска определяется минимум квадратичной функции 
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 - сопряженных направлений и если затем в каждом из направлений делается шаг до минимальной точки, то полное перемещение от начала до шага с номером 
[image: image12.wmf]p

 сопряжено ко всем поднаправлениям поиска.

Идея использования сопряженных направлений лежит в основе ряда алгоритмов.
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Для квадратичной функции 
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и, таким образом, оптимальное значение 
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 на первом шаге определяется в соответствии с соотношением
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где 
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Из точки 
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 процесс минимизации должен осуществляться в другом сопряженном направлении 
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Квадратичная функция может быть представлена в виде
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где положительно определенная матрица 
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В общем случае система 
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 линейно независимых направлений поиска 
[image: image30.wmf]n

S

S

S

,...,

,

2

1

 называется сопряженной по отношению к некоторой положительно определенной матрице 
[image: image31.wmf]H

, если 


[image: image32.wmf]0

)

(

=

×

×

j

T

i

S

H

S

,  
[image: image33.wmf]n

j

i

£

¹

£

0

.

Так как сопряженные направления линейно независимы, то любой вектор в пространстве 
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Для некоторой матрицы 
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 всегда существует, по крайней мере, одна система из 
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 взаимно сопряженных направлений, так как сами собственные векторы матрицы 
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 представляют собой такую систему.

Отметим, что для квадратичной функции справедливо следующее соотношение, которое потребуется в дальнейшем:


[image: image40.wmf](

)

(

)

å

=

-

×

×

×

=

n

j

j

T

j

T

j

j

S

H

S

S

S

H

1

1

.                                           (4)

Чтобы убедиться в его справедливости, рассмотрим матрицу 
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если положить 
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Вообще говоря, справедливо общее правило, заключающееся в том, что если используются сопряженные направления для поиска минимума квадратичной функции 
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 шагов по одному в каждом из сопряженных направлений. Более того, порядок использования сопряженных направлений несущественен.

Покажем, что это действительно так. Пусть 
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при этом 
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В точке минимума 
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Заметим, что
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Так как 
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где 
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 определяется в соответствии с соотношением (2):
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затем минимум находится в следующем сопряженном направлении по аналогичным формулам 
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На каждом шаге минимизируем функцию 
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, что приводит к следующему выражению (на основании (2))
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Кроме того,
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так как все 
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Таким образом, 
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Выразим векторы 
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 следующим образом (по аналогии с (3)): 
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Подставив эти выражения в (7), получим
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Таким образом, точка 
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Покажем, что для сопряженных направлений, если 
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 при использовании не более чем 
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 направлений, то есть 
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Для квадратичной функции 
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где 
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Умножение этого уравнения слева на 
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Первый член в правой части 
[image: image92.wmf](

)

(

)

0

1

=

Ñ

×

-

k

T

k

x

f

S

, так как градиент в точке 
[image: image93.wmf]k

x

 ортогонален направлению предыдущего спуска, если точка получена в результате минимизации функции в этом направлении. Кроме того, все остальные слагаемые под знаком суммы исчезают вследствие сопряженности направлений 
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Алгоритм Пауэлла. Переход из точки 
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При этом последовательно осуществляется минимизация исходной функции по сопряженным направлениям 
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Начальную систему сопряженных направлений можно выбрать параллельной осям системы координат. В конце каждой итерации алгоритма Пауэлла необходимо выбрать новую систему сопряженных направлений, так как если этого не сделать, то получим простой покоординатный поиск. В основе построения новой системы лежит следующая теорема.

Теорема: Если при начальной точке 
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Доказательство. Используя ранее полученные результаты (10), можно записать, что в первом случае
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аналогично, во втором случае можно записать 
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Вычитая из первого выражения второе получим, что 
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 Следовательно, векторы 
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Следующий рисунок служит иллюстрацией теоремы.
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Рис. 5.
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Рис. 6.
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Второй этап начинается с минимизации вдоль направления 
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2. Поиск, осуществляемый на первом этапе, может привести к линейно зависимым направ​лениям, если, например, в одном из направлений 
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соответствующее направление поиска обозначим через 
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5. Критерий останова. Алгоритм прерывается, если изменение по каждой переменной оказывается меньше заданной точности по соответствующей переменной или 
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