Метод условного градиента

(Источник – Б.Н. Пшеничный, Ю.М. Данилин)

Метод условного градиента может эффективно применяться для минимизации нелинейных функций на допустимой области, в которой задача минимизации линейной функции решается без особых затруднений.
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для всех точек области 
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Требуется решить задачу вида
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Допустимая область определяется множеством
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Метод условного градиента состоит в следующем. Пусть 
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 – величина шага в направлении 
[image: image19.wmf]k

p

. Точка 
[image: image20.wmf]1

+

k

x

 принимается за исходную и процедура повторяется. При определенных правилах выбора 
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 процесс сходится. 

В методе условного градиента минимизируемая функция на каждой итерации аппроксимируется линейной функцией.

1. Правило выбора длины шага
Пусть 
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Положим 
[image: image28.wmf]x

x

z

x

p

-

=

)

(

)

(

, 


[image: image29.wmf](

)

(

)

)

(

),

(

),

(

min

)

(

x

p

x

f

x

z

x

f

x

D

z

Ñ

=

-

Ñ

=

h

Î

.

В силу (2) 
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Таким образом,
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Из этой формулы сразу следует, что при
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справедлива оценка 
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2. Алгоритм метода условного градиента
Поиск начинается с произвольной точки 
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Решив задачу минимизации 
[image: image45.wmf](

)

z

x

f

k

),

(

Ñ

 в области 
[image: image46.wmf]D

, найдем 
[image: image47.wmf])

(

k

x

z

, 
[image: image48.wmf])

(

k

x

p

, 
[image: image49.wmf])

(

k

x

h

. Строим точку 
[image: image50.wmf])

(

1

k

k

k

k

x

p

x

x

a

+

=

+

, где  величина 
[image: image51.wmf]k

a

 полагается равной 
[image: image52.wmf]0

2

1

i

, и 
[image: image53.wmf]0

i

 первое из 
[image: image54.wmf],

...

,

1

,

0

=

i

 для которого выполняются неравенство
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Процесс заканчивается, если 
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3. Сходимость алгоритма условного градиента

В силу приведенного правила выбора шага выполняется неравенство
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Для обоснования сходимости алгоритма необходимо показать, что всегда можно удовлетворить неравенства (6), (7). Действительно в силу формул (4) и (5) неравенство (6) будет удовлетворяться, как только будет выполнено неравенство
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а так как 
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 – это первый индекс, при котором (6) выполняется, то
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Из сказанного следует, что если 
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[image: image63.wmf]k

a

 будет удовлетворять неравенству (8).

Лемма 1. Если 
[image: image64.wmf],

,

1

,

0

,

K

=

k

x

k

 – последовательность точек, полученных в процессе работы алгоритма метода условного градиента, то 
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Лемма 2. В любой предельной точке последовательности 
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Теорема 1. Пусть функция 
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 – некоторая положительная константа.

Оценка, определяемая теоремой, показывает, что алгоритм сходится не очень быстро. Эта оценка является точно в случае, если минимизируется выпуклая функция на многограннике.

В случае сильно выпуклой допустимой области 
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Теорема 2. Если 
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Метод Ньютона 

В данном случае минимизируемая функция на каждой итерации аппрок​симируется кваратичной функцией.

Будем рассматривать задачуминимизации выпуклой функции 
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Для решения этой задачи можно использовать итерационный процесс
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в котором направление движения 
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 есть решение задачи мини​миза​ции на множестве 
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 квадратичной функции
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а в качестве 
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 берется наибольшее значение параметра 
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Скорость сходимости метода Ньютона при определенных условиях будет либо сверхлинейной, либо квадратичной.

Если задача минимизации функции 
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 решается достаточно просто, метод Ньютона оказывается весьма эффективным.

Свойства метода Ньютона.

Теорема 1. Если для минимизации выпуклой дважды дифференцируемой функции 
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Теорема 2. Если в дополнение к условиям теоремы 1, функция 
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, то последовательность (1) сходится к решению со сверхлинейной скоростью.
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