Динамическое программирование

(Источник – Ю.П. Зайченко)

Динамическое программирование представляет вычислительный метод для решения задач определенной структуры. Суть метода можно рассмотреть на следующем примере.
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В данном случае целевая функция задачи представляет собой аддитивную функцию. Если все функции 
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, выпуклые(вогнутые), то для решения может быть использован метод множителей Лагранжа. Однако, если имеется много локальных максимумов, то метод дает одно из таких решений. Если требуется найти глобальный максимум, то надо перебрать все локальные. И применение метода множителей Лагранжа проблематично.

Рассмотрим метод обеспечивающий решение задачи (1)-(2). Считаем все 
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 целыми числами, Предположим также, что в задаче все переменные 
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, могут принимать только целочисленные значения.

Введем следующие обозначения. Через 
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 обозначим абсолютный мак​симум 
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 при условии 
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. Выбираем значение 
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 и, зафиксировав его, макси​мизируем 
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 по всем остальным переменным 
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. Пред​положим, что та​кая максимизация проведена для всех возможных значений 
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 будет наибольшим из всех возможных значений 
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. Формально этот процесс запишется следующим образом
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причем
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Так как  
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 для неотрицательных целых чисел, удовлетворяющих условию
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Допустим, что мы вычислили 
[image: image27.wmf])

(

1

n

n

n

x

a

b

-

L

-

 для всех допустимых целых значений 
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Очевидно, что
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Для вычисления (5) определяем значения 
[image: image30.wmf])

(

)

(

1

n

n

n

n

n

x

a

b

x

f

-

L

+

-

 для всех допустимых значений 
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 и выбираем максимальное. Этому максимуму соответствует 
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, то вся задача свелась бы к задаче с одной переменной.

Посмотрим, как можно вычислять 
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Рассуждая, как и выше, получаем
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где
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причем максимум берется по всем целым неотрицательным 
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Далее вычисляем 
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Чтобы решить эту задачу, процесс вычислений необходимо вести в обратном порядке, начиная с 
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для всех значений 
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Оптимальное решение первого шага обозначим через 
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. Строим таблицу динамического программирования следующего вида.

Таблица 1
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Вычислив 
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Вычисляем последовательно 
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Обозначим
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Наибольшее из этих чисел и есть 
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 табулировать не нужно, так как достаточно определить лишь 
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Для определения значений 
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 следует использовать уже вычисленные таблицы (n-1)-го, (n-2)-го  и т.д. шагов. 

Из предыдущей таблицы (n-1)-го шага находим 
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Как видим, динамическое программирование представляет собой направленный последовательный перебор вариантов, который обязательно приводит к глобальному максимуму. Для применения метода динамического программирования необходимо табулировать функции 
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 для всех допустимых значений 
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Рассмотренную задачу можно трактовать как задачу распределения с одним ограниченным источником сырья
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 – количество сырья, используемое в 
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 – единиц сырья. Поэтому 
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 можно рассматривать как максимальный доход от первых k способов производства, когда общее количество сырья равно 
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 единиц. Поэтому данная задача представляет собой n–шаговый процесс принятия решения, где 
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–м шаге принимается решение, какое количество сырья из общего объема следует направить на переработку по 
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–му способу. Структура задачи не изменится от числа шагов, то есть задача инвариантна относительно n. Решение для k-шаговой задачи получается из решения (k-1)–шаговой задачи путем добавления k-го шага и использования результата, полученного для всех предыдущих шагов. 

Следовательно, сущность динамического подхода состоит в замене решения данной n–шаговой задачи последовательностью задач: одношаговой, двухшаговой и т.д.

Какими свойствами должны обладать задачи, чтобы к ним можно было применить принцип динамического программирования?

1. Задача должна допускать интерпретацию как n–шаговый процесс принятия решений.

2. Задача должна быть определена для любого числа шагов и иметь структуру, не зависящую от их числа.

3. При рассмотрении k-шаговой задачи должно быть задано некоторое мно​жество параметров, описывающих состояние системы, от которых зависят оптимальные значения переменных. Причем это множество не должно изменяться при увеличении числа шагов (в рассмотренной задаче таким параметром было 
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 – количество сырья).

4. Выбор решения (управления) на k-м шаге не должен оказывать влияния на предыдущие решения, кроме необходимого пересчета переменных.

Пусть 
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 – вектор параметров, описывающих состояние процесса (вектор состояния). Тогда 
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 – оптимальное значение целевой функции для k-шагового процесса при условии 
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 будем называть функцией состояния.

Пусть 
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 – вектор переменных, подлежащих выбору на k-м шаге. Тогда для задач, к которым можно применить метод динамического программирования, должно выполняться следующее рекуррентное соотношение:
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 – вектор состояния предыдущего (k-1)–го шага, при условиях 
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Это рекуррентное соотношение обосновывает принцип оптимальности Р. Беллмана. Оптимальная стратегия обладает следующим свойством: каковы бы ни были начальное состояние 
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 и начальная стратегия 
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, последующие стратегии (решения) должны быть оптимальны по отношению к состоянию 
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, получающемуся в результате предыдущего решения.
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