Нелинейное программирование

Классические методы решения задач оптимизации 

с ограничениями типа равенств


Задача формулируется следующим образом. Необходимо найти точку 
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, в которой целевая функция достигает min или max на заданном множестве значений 
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Допустимое множество, на котором определен критерий
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Структура его зависит от соотношения числа уравнений 
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 и числа неизвестных 
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. Соотношение 
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 называют дефектом системы.
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 представляет собой совокупность корней данной системы уравнений. В этом случае для решения задачи (1) достаточно просмотреть эту совокупность и выбрать ту точку, в которой 
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 достигает оптимального значения. Если система линейна, то система имеет единственный корень. Если нелинейна, то число корней может быть сколь угодно большим. Например,

Рис.1. Некоторое множество изолированных корней.
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Рис.2. Бесконечное множество корней.


При положительном дефекте в случае линейной системы 
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 представляет собой прямую, в случае 
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В случае нелинейной системы при 
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 представляет собой некоторую кривую, при 
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При 
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, исключив лишние ограничения, придем к одному из рассмотренных вариантов или определим несовместность системы.


Вообще говоря, задачу (1) можно решать и приближенно, переходя к задаче с ограничениями в виде неравенств
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Решение находится с точностью 
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.

Рис.4.

При 
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 для решения задачи (1) обычно, если это удается, поступают следующим образом. Пусть имеется задача  (1) с системой ограничений
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причем 
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В критерий 
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 подставляем выражения из (3) 
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В результате получаем задачу безусловной оптимизации меньшей размерности
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Следовательно, можем воспользоваться необходимыми условиями экстремума и найти решение задачи (1), решив систему
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Метод множителей Лагранжа

Самое сложное при таком подходе разрешить систему ограничений, представив ее в виде (3). Далеко не всегда удается получить разрешение в форме (3) в элементарных функциях. Вопрос о том, когда функции 
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 существуют, дает теорема о неявных функциях.

Пусть все функции 
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. Рассмотрим первые частные производные этих функций. Эти производные можно рассматривать как элементы прямоугольной матрицы размерности 
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Из нее можно выделить 
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Эта матрица называется якобианом функций 
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Теорема о неявных функциях. 
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 обладает следующими свойствами:

1. В некоторой 
[image: image50.wmf]d

-окрестности точки 
[image: image51.wmf]0

x

 функции 
[image: image52.wmf]1

)

(

C

x

i

Î

j

, 
[image: image53.wmf]m

i

,

1

=

.

2. 
[image: image54.wmf]m

i

x

i

,

1

,

0

)

(

0

=

=

j

.

3. Матрица 
[image: image55.wmf])

,...,

,

(

2

1

0

m

x

j

j

j

J

 - неособенная.

Тогда существует 
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Выведем необходимые условия, которым должна удовлетворять точка 
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Для того, чтобы в дальнейшем найти абсолютный максимум или минимум, необходимо вычислить все относительные оптимумы и выбрать наилучший.


Рассмотрим для начала функцию двух переменных с одним ограничением. Пусть имеем 
[image: image87.wmf])

,

(

2

1

x

x

Q

, 
[image: image88.wmf]1

2

1

)

,

(

C

x

x

Î

j

. Найдем необходимые условия, которым должна удовлетворять точка 
[image: image89.wmf]T

=

)

,

(

0

2

0

1

0

x

x

x

, если в ней достигается относительный максимум (или минимум) при 
[image: image90.wmf]*

2

1

)

,

(

j

=

j

x

x

.


Допустим, что 
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Следовательно, мы можем исключить 
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Следовательно, 
[image: image117.wmf]h
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Дифференцируя 
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 как сложную функцию, получим
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так как по теореме о неявных функциях
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Из (6) следует
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Обозначим
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Таким образом, необходимо, чтобы точка 
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 EMBED Equation.3  [image: image129.wmf]                                          (7)

Т.е. удовлетворяла системе 3-х уравнений с тремя неизвестными: 
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Необходимые условия (7) удобнее получать, составив следующую функцию 
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и приравняв 0 ее частные производные по 
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Функцию 
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[image: image211.png]P

P2




Рис. 3. Геометрическая иллюстрация: 
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По правилу дифференцирования сложной функции
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Решение этой системы существует и единственно, так как матрица коэффициентов 
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Из (9) и (10) следует


[image: image191.wmf]0

)

(

)

(

)

(

0

1

0

0

=

¶

¶

+

¶

y

¶

¶

¶

å

=

j

m

k

j

k

k

x

x

Q

x

x

x

x

Q

, 
[image: image192.wmf]n

m

j

,...,

1

+

=

.                  (14)

Вычислим (13) в точке 
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Отсюда, используя (12), имеем
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Объединив (16) с (12) и ограничениями, получим, что точка 
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Каждая точка 
[image: image201.wmf]0

x

, в которой достигается относительный максимум или минимум при 
[image: image202.wmf]D

x

Î

, будет являться решением системы (17).


Необходимые условия можно получить, составив функцию Лагранжа
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и приравняв 0 ее частные производные по всем 
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Построение таким образом необходимых условий называют методом множителей Лагранжа.
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