Метод возможных направлений

(Источник – Б.Н. Пшеничный, Ю.М. Данилин)

Исторически один из первых методов, предложенных для решения задачи выпуклого программирования.

Требуется решить задачу вида
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 для всех встречающихся в дальнейшем точек 
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Допустимая область определяется множеством
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В дальнейшем предполагается, что множество 
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 компактно, так что условие ограниченности градиентов выполняется. Пусть некоторое 
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 так, чтобы обеспечить сходимость к точке минимума.


Будем в дальнейшем предполагать, что задача (1) невырождена и существует такая точка 
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1. Метод выбора возможного направления
Положим
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для каждой точки 
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Здесь 
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 – число, а 
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 – произвольная норма. Чтобы задача (3) была задачей линейного программирования, в качестве нормы удобно взять


[image: image31.wmf]i

n

i

p

p

£

£

=

1

max

.

Пусть 
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Действительно, пусть 
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 имеем на основании формулы Тейлора
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Далее, в силу (3) 
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Аналогично для 
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Далее, для 
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Выберем теперь 
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 так, чтобы целевая функция уменьшилась и точка осталась в допустимой области, т.е. чтобы выполнялись неравенства
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Для этого достаточно, чтобы выполнялись неравенства
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так как в силу (4), (5) справедливы неравенства
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а так как 
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Из неравенств (8) получаем
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Таким образом, если 
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 удовлетворяет неравенствам (9), то выполняются неравенства (7), откуда следует, что 
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Если точка 
[image: image66.wmf]x

 не совпадает с решением задачи 
[image: image67.wmf]*

x

 – точкой минимума 
[image: image68.wmf])

(

0

x

f

 в области 
[image: image69.wmf]D

, то 
[image: image70.wmf]0

)

(

<

h

d

x

 при всех достаточно малых 
[image: image71.wmf]d

. Это следует из следующей леммы.

Лемма. Пусть 
[image: image72.wmf]D

x

Î

 не является решение задачи минимизации 
[image: image73.wmf])

(

0

x

f

 при ограничениях (3). Тогда 
[image: image74.wmf]0

)

(

<

h

d

x

 для всех достаточно малых 
[image: image75.wmf]d

.

(Без доказательства).

2. Алгоритм метода возможных направлений
Пусть 
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Решив задачу 
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, то эта задача представляет собой задачу линейного программирования, и может быть решена одним из стандартных методов.


Возможны два случая.
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В этом случае можно последовательно полагать 
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Полагаем 
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2) 
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Таким образом, в первом случае происходит сдвиг в новую точку, во втором – такого сдвига не происходит.


Условие останова алгоритма формулируется следующим образом. Если на некотором шаге 
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Сходимость алгоритма обосновывается следующей теоремой.

Теорема. Построенная методом возможных направлений последовательность точек 
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