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I. ВВЕДЕНИЕ 

 НАЧИТЕЛЬНАЯ часть  методов статистиче-

ских анализа базируется на предположении о  

принадлежности исходных данных нормальному 

закону распределения. Поэтому использование 

таких методов предполагает обязательную про-

верку гипотезы о нормальности. 

В российском стандарте ГОСТ Р ИСО 5479-

2002 «Статистические методы. Проверка откло-

нения распределения вероятностей от нормаль-

ного распределения» [1] закреплено применение 

различных критериев. Однако в нѐм не даѐтся 

рекомендаций относительно того, какой крите-

рий наиболее предпочтителен и имеет наиболь-

шую мощность при заданном объѐме выборки 

или против определѐнных конкурирующих гипо-

тез.  

В [2] критерии, упоминаемые в [1], исследо-

ваны наряду с некоторыми другими и даны ре-

комендации по применению. Там же [2] были 

отмечены определѐнные недостатки некоторых 

критериев, в частности, критериев Шапиро–

Уилка и Эппса–Палли. В литературе уделено не 

очень много внимания сравнительному анализу 

различных критериев нормальности. Можно ска-

зать, что вопрос о выборе наилучшего критерия 

нормальности до сих пор остаѐтся открытым, так 

рекомендации или противоречивы, или предвзя-

ты. 

В данной работе проводится подробное ис-

следование свойств критериев, предложенных 

Фроцини [3,4], Хегази и Грином [5], Шпигель-

хальтером [6], Гири [7] и Дэвидом, Хартли и 

Пирсоном [8]. Цель этих исследований заключа-

лась в выявлении достоинств и недостатков дан-

ных критериев, в сравнительном анализе их 

мощности, сопоставление с мощностью критери-

ев Шапиро-Уилка и Эппса-Палли и с мощностью 

критериев согласия. 

II. КРИТЕРИИ И ГИПОТЕЗЫ 

1. Рассматриваемые критерии 

Рассматриваемые критерии нормальности ос-

нованы на следующих статистиках.  

Статистика Ф роцини: 
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а ( )z  – функция распределения стандартного 

нормального закона (0,1)N . 

Статистики Хегази-Грина: 
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где iz , ( )ix  и x  определяются так же, как для 

статистики Фроцини, 
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i  - математическое ожидание i -й порядковой 

статистики стандартного нормального закона, 

которое можно найти как 
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Проверяемая гипотеза отклоняется при больших 

значениях статистики. 

Статистика Гири: 
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Критерий является двусторонним, и гипотеза 

о нормальности принимается, если  
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где ( ) ( ) ( )ad a M d u D d , 
au  – a -квантиль  

стандартного нормального распределения. 

Статистика Дэвида–Хартли–Пирсона: 
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minmax xxR  – размах выборки, 
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 – несмещѐнная оценка 

дисперсии. Гипотеза о нормальности распреде-

ления отвергается, если 1( )U U  или 

2 ( )U U  (  – уровень значимости). 

Статистика Шпигельхальтера является 

комбинацией статистик критериев Гири и Дэви-

да–Хартли–Пирсона, и имеет вид: 
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d  – статистика (4) критерия Гири. Гипотеза о 

нормальности отклоняется при больших значе-

ниях статистики T . 

2. Конкурирующие гипотезы 

В настоящей работе при исследовании мощ-

ности рассматриваются те же конкурирующие 

гипотезы, что и в [2]. Проверяемой гипотезе 0H  

соответствует нормальный закон с плотностью 
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с параметром масштаба 11
 и параметром 
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штаба 11
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; кон-

курирующей гипотезе 
2H  – распределение се-

мейства (7) с параметром формы 12
 (распре-

деление Лапласа), параметрами масштаба 11
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и параметрами 00
 и 11

. Рисунок, пока-

зывающий плотности распределений, соответс т-

вующих каждой из гипотез iH , приведен в [2]. 

3. Методика исследования 

При исследовании распределений, построе-

нии процентных точек статистик критериев и 

оценке мощности критериев относительно раз-

личных конкурирующих гипотез в данной работе 

использовалась методика статистического моде-

лирования [9]. При этом количество испытаний 

(объем выборок моделируемых распределений 

статистик), как правило, составлял величину 
610N . 

III. РЕЗУЛЬТАТЫ ЭКСПЕРИМЕНТОВ 

В процессе исследований строились распре-

деления статистик перечисленных критериев при 

справедливости гипотез iH , 3,0i , и различ-

ных объѐмах выборок. 

Характер зависимости распределений стати-

стики nB  Фроцини при справедливости нулевой 

гипотезы иллюстрирует рисунок 1. Как видим, 

при ограниченных объемах выборок распределе-

ния статистики существенно зависят от n . Од-

нако, при 100n  распределения достаточно 



быстро сходятся к некоторому предельному за-

кону. 

Распределения статистик остальных критери-

ев имеют более сильную зависимость от n . По-

этому в практических применениях приходится 

пользоваться таблицами процентных точек, при-

водимых для конкретных n . Рис.2 иллюстрирует 

зависимость от n  распределений статистики 
1T  

(2) Хегази-Грина. 

 
Рис. 1. Зависимость распределения 0( | )nG B H  статистики 

nB  от объѐма выборки 

 
Рис. 2. Зависимость распределения 0( | )G U H  статистики U  

от объѐма выборки 

 
Рис. 3. Зависимость мощности критериев нормальности по 

отношению к конкурирующей гипотезе 1H  от объѐмов вы-

борок при 10.0  

Для каждого рассматриваемого объема вы-

борки n  (10, 20, 40, 60, 80, 100, 200, 300) для 

распределений статистик исследуемых критери-

ев были вычислены таблицы процентных точек и 

найдены оценки мощности критериев по отно-

шению к рассматриваемым конкурирующим ги-

потезам. 

Полученные оценки мощности 1  для ка-

ждого из критериев относительно гипотез 
1H , 

2H  и 
3H   при уровне значимости 0.10  в 

зависимости от n  представлены на рисунках 3 –  

5. Они позволяют судить о преимуществах в 

мощности того или иного критерия и подчерки-

вают смещѐнность некоторых критериев по от-

ношению к некоторым конкурирующим гипоте-

зам. Цифры на графиках соответствуют нумера-

ции формул статистик критериев. 

 
Рис. 4. Зависимость оценок мощности критериев нормально-

сти по отношению к гипотезе 2H  от объѐмов выборок при 

10.0  

 
Рис. 5. Зависимость оценок мощности критериев нормально-

сти по отношению к гипотезе 3H  от объѐмов выборок при 

10.0  

IV. ОБСУЖДЕНИЕ РЕЗУЛЬТАТОВ 

Исследуемые критерии можно разделить на 

две группы: несмещѐнные и смещѐнные относи-

тельно конкурирующей гипотезы 1H . Под сме-

щѐнностью понимается то, что в определѐнных 

случаях мощность критерия меньше уровня зна-

чимости. Это значит, что при справедливости 



конкурирующей гипотезы критерий с большей 

уверенностью (!) будет считать выборку принад-

лежащей нормальному закону. 

Критерий Хегази-Грина 
1T  и 

2T  являются 

смещѐнными относительно гипотезы 
1H  при 

20n  и 60n  соответственно (при 

05.0 ). Критерии Шапиро-Уилка и Эппса-

Палли смещены относительно этой же конкури-

рующей гипотезы [2], но лишь при 20n  для 

05.0 . 

Мощность критерия Шпигельхальтера по от-

ношению к 
1H  уменьшается с ростом 40n . 

Но критерий является смещѐнным и при 

200n . Подобный недостаток, вообще говоря, 

нетипичен для критериев. По отношению к гипо-

тезам 
2H  и 

3H  данный критерий сравним по 

мощности с критериями Шапиро-Уилка и Эппса-

Палли при 20n  и заметно превосходит их при 

остальных n , Аналогичный вывод можно сде-

лать, сравнивая его с критериями Фроцини и 

Хегази-Грина 
1T  и 

2T  при 10n  и при осталь-

ных n  соответственно. 

Остальные четыре критерия не имеют сме-

щения по отношению к рассматриваемым конку-

рирующим гипотезам.  

V. ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

На основании анализа распределений стати-

стик и оценок мощности критериев можно сде-

лать следующие выводы.  

Критерий Фроцини сравним по мощности с 

критериями Шапиро-Уилка и Эппса-Палли по 

отношению к гипотезам 1H  и 2H . По отноше-

нию к гипотезе 1H  уступает лишь критериям 

Гири и Дэвида–Хартли–Пирсона. Однако по от-

ношению к 2H  превосходит лишь критерий Дэ-

вида–Хартли–Пирсона, а в случае 3H  имеет 

наименьшую мощность. 

Критерии Хегази-Грина 1T  и 2T  имеют дос-

таточно высокую мощность по отношению к 

гипотезам 2H  и 3H  (их мощность выше мощ-

ности критериев Шапиро-Уилка и Эппса-Палли). 

Однако оба критерия являются смещенными в 

случае конкурирующей гипотезы 1H . 

Критерий Дэвида-Хартли-Пирсона (5) по от-

ношению к гипотезе 1H  превосходит по мощно-

сти критерии Шапиро-Уилка, Эппса-Палли и все 

остальные критерии, кроме критерия Гири. Но 

по отношению к 2H  и 3H  уступает критериям 

Шапиро-Уилка и Эппса-Палли, превосходя пер-

вый по отношению к 3H  лишь при 40n . 

Критерий Гири (4) является наиболее пред-

почтительным в случае конкурирующей гипоте-

зы 
1H  и мало уступает или не уступает осталь-

ным критериям относительно гипотез 
2H  и 

3H .  

Недостатки критериев Шапиро-Уилка и Эп-

пса-Палли, показанные в [2], могут компенсиро-

вать разумным применением других критериев, в 

частности, критериев Фроцини, Гири и Дэвида-

Хартли-Пирсона, которые являются несмещѐн-

ными и могут использоваться при объѐмах выбо-

рок 20n . При больших объѐмах выборок це-

лесообразно применять критерий Гири, как наи-

более мощный из этих трѐх. 

Критерий Шпигельхальтера целесообразно 

применять, имея ввиду конкурирующие гипоте-

зы типа логистического распределения или рас-

пределения Лапласа, но в случае конкурирую-

щих гипотез близких к 
1H  его использование 

бесполезно. 

Работа выполнена при частичной финансовой 

поддержке РФФИ (проект № 06-01-0059а). 
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