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Аннотация. Методами статистического моделирования исследованы распреде-

ления статистик и мощность ряда критериев нормальности. Показаны недостатки 

и преимущества различных критериев. Проведено сравнение мощности рассмот-
ренных критериев с критериями согласия при проверке нормальности.  

Получены таблицы процентных точек для статистик критериев типа Граббса при 

проверке на выброс одновременно трех максимальных (трех минимальных) 

значений и одновременно минимального и максимального значений в выборке.  

Показано, что при проверке гипотез о математических ожиданиях применение 

классического F-критерия оказывается корректным при существенных 

отклонениях наблюдаемого закона от нормального. Для статистик, используемых 

в критериях Бартлетта и Кохрена, получены таблицы процентных точек, 

применение которых правомерно при наблюдаемых законах, описываемых 

экспоненциальным семейством распределений. 

Исследование критериев нормальности 

Отечественный ГОСТ Р ИСО 5479-2002 [1], представляющий собой аналог 

международного стандарта ISO 5479-97, не позволяет ориентироваться в том, какой 

из критериев является предпочтительней, какой из них наиболее мощен и против 

каких альтернатив, при каких объемах выборок конкретный критерий обладает 

преимуществом или имеет недостатки. 

В данной работе методами статистического моделирования исследованы 

распределения статистик критериев, включенных в стандарт ISO 5479-97: проверки 

симметричности, на значение эксцесса, критерии Шапиро-Уилка, Эппса-Палли, 

модифицированный критерий Шапиро-Уилка. Исследована мощность критериев по 

отношению к близким альтернативам, показаны достоинства и недостатки 

критериев, проведено сравнение критериев по мощности с критериями согласия [2], 

[3]. Исследован ряд критериев, не включенных в стандарт. Показано, что 

недостатком критериев Шапиро-Уилка, Эппса-Палли и некоторых других при малых 

объемах выборок является их смещенность по отношению к альтернативам, 

представляющим собой законы, более плосковершинные по сравнению с 

нормальным. То есть, при малых объемах выборок они не могут отличать эти 

альтернативы от нормального закона. Например, на рис. 1 приведены условные 

распределения )( iHSG  статистики критерия Шапиро-Уилка при справедливости 

гипотез 0H , 1H , 2H , 3H  при объеме выборок n=10. В качестве гипотез 0H , 1H , 2H  

рассмотрены распределения экспоненциального семейства с плотностью 
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Гипотезе 0H  соответствует нормальный закон – 11  , 00  , 12  ; гипотезе 1H  – 

закон с параметрами 11  , 00  , 42  ; гипотезе 2H  – распределение Лапласа 

11  , 00  , 12  ; гипотезе 3H  – логистическое распределение с плотностью 

                                                
1 Работа выполнена при поддержке Минобразования РФ (проект № Т02-3.3-3356) 



2

1

0

1

0

1 3

)(
exp1

3

)(
exp

3
)( 








































xx
xf  

и параметрами 11  , 00  . 

Показано, что распределения статистики модифицированного критерия 

Шапиро-Уилка, включенного в стандарт ISO 5479-97, очень плохо сходятся к 

предельному закону. Поэтому применение данного критерия сопряжено с повы-

шенной вероятностью ошибок первого рода и не может быть рекомендовано. 

 
Рис. 1. Условные распределения )( iHSG  статистики критерия Шапиро-Уилка  при 

объеме выборок n=10 

 

Показано, что наиболее предпочтительным (по мощности) критерием проверки 

нормальности, у которого отсутствуют указанные недостатки, является критерий со 

статистикой 2z , предложенный D’Agostino [4], не попавший в стандарт ISO 5479-97. 

Исследование критериев типа Граббса 

Подход, использованный при построении статистик критерия Граббса [5-7], 

естественно развивается на построение критериев, предназначенных для проверки на 

аномальность одновременно большего числа крайних значений в выборке.  

Например, статистика для проверки на аномальность одновременно мини-

мального и максимального  значений формируется в соответствии с соотношением: 
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Оба значения считаются выбросами при заданном уровне значимости  , если 

вычисленное по выборке значение статистики (2) окажется ниже критического: 

 ,,1,1 nn GG . 



Вид построенных условных распределений  0,1 HGF n  статистики (2) nG ,1  в 

зависимости от объема n  в случае извлечения анализируемой выборки из 

нормальной генеральной совокупности представлен на рис. 2.  

В работе с использованием методики статистического моделирования 

вычислены нижние процентные точки распределений статистики (2) при 1505  n . 

Рассмотрены статистики и построены таблицы процентных точек для статистик типа 

(2) для проверки гипотез о принадлежности к аномальным одновременно трех 

наименьших или трех наибольших элементов в выборке, построены соответсвующие 

таблицы процентных точек. 

 
Рис. 2. Зависимость распределения статистики (2) от объема выборки (в случае 

нормального закона) 

 

Предложенные в данной работе модификации статистик критерия типа 

Граббса, построенные таблицы соответствующих процентных точек существенно 

расширяют возможности критерия и позволяют корректно отбраковывать 

аномальные наблюдения (выбросы) в случае выполнения предположения о 

нормальности наблюдаемого закона.  

Исследование устойчивости критериев Бартлетта, Кохрена и F-критерия 

 Критерии Бартлетта [8,9] и Кохрена [10,9] предназначены для проверки гипо-

тезы вида 22

2

2

10 : mH   . Предельным распределением статистики Бартлетта 

при нормальном законе случайных величин является 2

1m -распределение [8]. 

Численные исследования условных распределений  0

2 | HG   статистики Бартлетта 

показали, что они сильно зависят от наблюдаемого закона (рис. 3). Аналогично были 

исследованы распределения статистики Кохрена. В результате исследований постро-

ены таблицы процентных точек статистик Бартлетта и Кохрена в случае принад-

лежности наблюдаемых величин закону (1) при различных значениях параметра 2 .  

Исследования распределений статистики F-критерия, используемого для про-

верки гипотез вида mH  210 : , показали, что на распределениях статис-

тики практически не отражается вид законов, которым принадлежат наблюдаемые 

данные. 



 

 
Рис. 3. Функции распределения статистики Бартлетта  при 5m  в случае 

принадлежности наблюдаемых величин закону (1) при различных значениях 2  

 

Подробные результаты данных исследований представлены на странице по 

адресу http://www.ami.nstu.ru/~headrd/seminar/Kontrol_Q/krit_zad.htm. 
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