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Для проверки адекватности построенных моделей законов распределения случайных ве-

личин, как правило, применяются различные непараметрические критерии согласия, в част- 
ности критерии Колмогорова, Крамèра – Мизеса – Смирнова, Андерсона – Дарлинга, Купера, 
Ватсона.  

При справедливости простой проверяемой гипотезы непараметрические критерии согла-
сия являются «свободными от распределения»: асимптотические распределения статистик не 
зависят от вида закона, относительно которого проверяется гипотеза. При проверке сложных 
гипотез, когда по выборке оцениваются параметры предполагаемого закона, свойство «свободы 
от распределения» теряется и распределения статистик становятся зависящими от целого ряда 
факторов. В таких ситуациях применение непараметрических критериев согласия возможно 
только при поддержке соответствующего программного обеспечения, позволяющего с исполь-
зованием имитационного моделирования оценивать достигаемый уровень значимости Pv.  

Распределения статистик критериев Жанга, представляющих собой развитие критериев 
Колмогорова, Крамèра – Мизеса – Смирнова, Андерсона – Дарлинга, зависят от объемов выбо-
рок, поэтому их широкое применение при проверке простых и сложных гипотез возможно 
только с опорой на метод Монте – Карло.  

Распределения статистик критериев согласия (при проверке простых и сложных гипотез) 
могут существенно изменяться вследствие естественного присутствия ошибок округления.  
Сигналом о возможности такой ситуации является наличие в анализируемых выборках значи-
тельного числа повторяющихся значений. В подобных ситуациях принятие решения о результа-
тах проверки также невозможно без использования имитационного моделирования. 

В последние годы предложено несколько критериев, ориентированных, например, на про-
верку принадлежности выборок нормальному или равномерному закону, статистики которых 
опираются на различные оценки энтропии. Как показывает опыт, относительно некоторых  

                                                      
* Статья получена 12 февраля 2025 г. 



54 Б.Ю. ЛЕМЕШКО, С.Б. ЛЕМЕШКО 

конкурирующих гипотез такие критерии демонстрируют более высокие оценки мощности по 
сравнению с классическими непараметрическими критериями согласия. 

При построении статистики критерия Нугаби для различения двух гипотез использована 
дивергенция Кульбака – Лейблера, а в качестве оценки энтропии взята оценка, предложенная 
Васичеком. В настоящей работе показано, как распределения статистики критерия Нугаби зави-
сят от объема выборок n и размера «окна» m, как меняются распределения статистик критерия 
при проверке различных сложных гипотез. Исследована мощность критерия при проверке нор-
мальности относительно различных конкурирующих гипотез. Показано, как при данных n мощ-
ность зависит от размера «окна» m. Показано существование оптимального m, при котором мощ-
ность максимальна относительно рассматриваемой конкурирующей гипотезы. Показано, что 
при данном n оптимальные значения m, как правило, не совпадают для различных конкурирую-
щих гипотез. Очевидно, что применение подобных критериев на практике также подразумевает 
использование соответствующего программного обеспечения и имитационного моделирования. 

 

Ключевые слова: программная система, оценки параметров, непараметрические крите-
рии согласия, распределение статистики, достигнутый уровень значимости, проверка нормаль-
ности, ошибка 1-го рода, ошибка 2-го рода, мощность критерия, имитационное моделирование  

ВВЕДЕНИЕ 

Проверка гипотез об адекватности построенных моделей законов распре-
деления случайных величин, наблюдаемых в различных приложениях, как 
правило, осуществляется с использованием либо некоторого непараметриче-
ского критерия согласия, либо критериями согласия типа -квадрат. В случае 
определенных законов, наиболее востребованных на практике (например, нор-
мального, экспоненциального, равномерного), могут применяться специаль-
ные параметрические критерии, ориентированные на проверку гипотезы 
только относительно этого закона. Зачастую выводы опираются на результаты 
применения нескольких критериев. 

В классической ситуации, когда отсутствует какое-либо цензурирование 
или группирование данных и мы имеем дело с точечной выборкой 1 2, , , nx x x  
объемом n , применяемый критерий согласия должен ответить на вопрос, 
верна ли гипотеза 0H  о принадлежности этой выборки закону с функцией рас-
пределения ( , )F x  , где   – скалярный или векторный параметр, или она 
должны быть отклонена.  

При проверке согласия необходимо учитывать, какая гипотеза проверя-
ется: простая или сложная. Простая проверяемая гипотеза имеет вид 0H : 

( ) ( , )F x F x  , где ( , )F x   – функция распределения вероятностей, с которой 
проверяют согласие наблюдаемой выборки, а   – известное значение пара-
метра (скалярного или векторного). 

Сложная проверяемая гипотеза имеет вид 0H :  ( ) ( , ), ,F x F x    где 
  – область определения параметра  . Предполагается, что оценка ̂  скаляр-
ного или векторного параметра закона опирается на ту же выборку, по которой 
проверяют гипотезу.  

Перечень существующих непараметрических критериев согласия, приме-
няемых к произвольным законам распределения ( , )F x  , достаточно ограни-
чен. Исторически первым можно считать появление критерия Колмого-
рова [1]. Практически в то же время был построен критерий Крамèра – 
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Мизеса – Смирнова [2–4]. Затем был предложен критерий Андерсона – Дар-
линга [5, 6], чуть позже – критерии Купера [7] и Ватсона [8, 9]. При проверке 
простых гипотез, для которых они и были предложены, перечисленные крите-
рии являются «свободными от распределения», т. е. известные асимптотиче-
ские распределения 0( )G S H  статистик S данных критериев не зависят от вида 
закона ( , )F x  , соответствующего проверяемой гипотезе 0H . При проверке 
сложных гипотез свойство «свободы от распределения», благодаря которому 
эти критерии удостоились названия «непараметрические», теряется [10].  

В ситуации проверки сложной гипотезы на распределения статистик 
0( )G S H  критериев воздействует следующий ряд факторов [11]:  

a) – вид закона распределения ( , )F x  , соответствующего проверяемой 
гипотезе 0H ;  

б) – тип оцениваемого параметра;  
в) – число оцениваемых параметров;  
г) – используемый метод оценивания параметров [12];  
д) – в некоторых ситуациях распределения статистик зависят от конкрет-

ных значений параметров закона ( , )F x   (например, от значений параметров 
формы обобщенного нормального закона [13], гамма-распределения, бета-рас-
пределений и т. п.).  

После публикации [10] усилия многих авторов были направлены на реше-
ние проблем, связанных с применением непараметрических критериев согла-
сия в условиях проверки сложных гипотез. Но в рамках чисто аналитического 
подхода удавалось получать только частные результаты [14–16], не оказавшие 
заметного влияния на разрешение возникшей ситуации. Возможный же выход 
был подсказан еще в работах [17, 18], где для статистики критерия Колмого-
рова с использованием метода Монте-Карло были построены таблицы крити-
ческих значений для проверки сложных гипотез о принадлежности выборок 
нормальному и экспоненциальному законам. Однако эффективное примене-
ние этого подхода в целях развития и расширения возможностей методов при-
кладной математической статистики задержалось до эпохи массового исполь-
зования персональных компьютеров. В последние же 30 лет методы статисти-
ческого моделирования в задачах исследования статистических и вероятност-
ных закономерностей стали с успехом применяться особенно активно. Это ка-
сается и решения проблем применения непараметрических критериев согласия 
в ситуации проверки сложных гипотез. 

В частности, на основании построенных нами таблиц критических значе-
ний и моделей распределений статистик критериев согласия Колмогорова, 
Крамèра – Мизеса – Смирнова и Андерсона – Дарлинга, имеющих место в си-
туациях проверки различных сложных гипотез [19, 20], были подготовлены 
методические рекомендации [21], на базе которых далее разработаны рекомен-
дации Госстандарта РФ [22]. Позже в результате дальнейших исследований  
и уточнения моделей для критериев Колмогорова, Крамèра – Мизеса – Смир-
нова и Андерсона – Дарлинга [23–27], построения аналогичных моделей для 
критериев Купера и Ватсона [28, 29] было подготовлено руководство [30].  

Необходимо отметить, что при наличии фактора (д), когда мы знаем, что 
распределение статистики зависит от значения параметра (или параметров) 
формы предполагаемого закона, условия, полностью определяющие характер 
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сложной проверяемой гипотезы, становятся известными только после нахож-
дения оценки этого параметра. Отсюда следует, что корректность выводов по 
непараметрическим критериям согласия при проверке соответствующей слож-
ной гипотезы можно обеспечить только за счет интерактивного моделирова-
ния (методом Монте-Карло) распределения статистики применяемого крите-
рия в процессе самой проверки. Это означает, что нельзя обойтись без соответ-
ствующей программной поддержки, реализующей возможность такого моде-
лирования. В нашем случае мы опираемся на возможности развиваемой про-
граммной системы [31]. 

Прошло около 70 лет, как стало известно о существовании проблем, за-
трудняющих использование непараметрических критериев согласия для про-
верки сложных гипотез [10], но по-прежнему большинство совершаемых оши-
бок связано с примерами неправомерного применения классических результа-
тов к проверке сложных гипотез [32, 33]. Проблема была, можно сказать, за-
быта, и о ней не упоминается в учебниках. 

Через 40 лет после появления критерия Ватсона [8, 9] Жангом в ра-
боте [34] были предложены 3 критерия, представляющие собой дальнейшее 
развитие критериев Колмогорова, Крамèра – Мизеса – Смирнова и Андер-
сона – Дарлинга, а в [35] рассмотрено применение предложенных критериев 
для проверки нормальности. Жанг показал, что предложенные критерии, как 
правило, имеют некоторое преимущество в мощности по сравнению со своими 
предшественниками. В [28, 30] мы смогли убедиться в том, что это действи-
тельно имеет место. Распределения статистик, предложенных Жангом, при 
проверке простых и сложных гипотез зависят от объемов n анализируемых вы-
борок. С позиций применения такая зависимость является недостатком. Од-
нако, как справедливо полагал Жанг, этот недостаток не является существен-
ным, так как для нахождения распределений статистик и вычисления достиг-
нутого уровня значимости vP  можно воспользоваться интерактивным модели-
рованием. Естественно, это требует соответствующего программного обеспе-
чения (ПО), подобного упомянутой программной системе [31], в которой реа-
лизована возможность применения критериев Жанга. Несмотря на определен-
ные преимущества в мощности и достаточно существенное число ссылок в 
научных публикациях на работы [34, 35], к сожалению, пока нельзя говорить  
о сколь-нибудь частом использовании критериев Жанга в приложениях.  
Если проверка по этим критериям будет реализована в некоторой популярной 
программной системе, то частота использования, конечно, возрастет.  

Следует остановиться еще на одном факторе, воздействие которого при-
водит к изменению распределений статистик критериев согласия при проверке 
как простых, так и сложных гипотез. Последние 25–30 лет характеризуются 
взрывным накоплением наблюдаемых данных, фиксируемых в различных сфе-
рах человеческой деятельности. Вследствие этого особую актуальность приоб-
ретают методы, позволяющие извлекать из таких больших данных (Big Data) 
скрытые в них закономерности. Вполне естественно при анализе больших дан-
ных использовать различные критерии проверки статистических гипотез, так 
как асимптотические распределения статистик многих критериев при справед-
ливости проверяемых гипотез имеют место именно при n . Однако по-
пытки непосредственного применения тех же критериев согласия к очень 
большим выборкам, извлекаемым из Big Data, всегда приводят к отклонению 
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даже справедливой проверяемой гипотезы. Причина этого явления лежит на 
поверхности. Да, мы имеем выборки очень большого объема, но данные в них 
представлены с определенными ошибками округления  . Вследствие этого  
в выборках оказывается много повторяющихся наблюдений. Поэтому реаль-
ные распределения 0( )nG S H  статистик nS  применяемых критериев при 
справедливости проверяемой гипотезы 0H  с ростом объемов выборок n  всё 
больше отклоняются от асимптотических распределений 0( )G S H  статистик 
этих критериев. В случае очень больших выборок выход из этой ситуации до-
статочно прост [36]: надо извлекать из Big Data выборки такого объема n,  
при котором распределение 0( , )nG S H   при ошибках округления   еще су-
щественно не отклоняется от 0( )G S H . Тогда выводы, формируемые на осно-
вании результатов проверки гипотезы по применяемым критериям, будут оста-
ваться корректными.  

На практике мы сталкиваемся с выборками небольшого объема, связан-
ными в том числе с высокоточными измерениями, в которых есть значительная 
доля повторяющихся наблюдений. В таких ситуациях ошибки округления   
соизмеримы с дисперсией 2  ошибок измерения, а распределения статистик 
критериев 0( )G S H  (при проверке простых и сложных гипотез) становятся за-
висящими от   и n , даже если ранее они от n не зависели. И пренебрегать 
этим фактом нельзя [11, 37–40]. Получается, что к моменту проверки гипотезы 
(простой или сложной) распределение статистики 0( , )nG S H   применяемого 
критерия, на основании которого можно вычислить достигнутый уровень зна-
чимости vP  всегда оказывается неизвестным. Следовательно, единственным 
корректным выходом остается использование интерактивного моделирования 
для оценки vP  или, при необходимости, – распределения статистики 

0( , )nG S H  . Именно таким образом подобные ситуации разрешаются в про-
граммной системе [31]. 

В течение достаточно продолжительного периода времени был предло-
жен ряд специальных критериев, ориентированных на проверку нормальности 
[41–46], равномерности [47, 48] или на проверку принадлежности некоторым 
другим параметрическим законам распределения, статистики которых опира-
ются на различные оценки энтропии. Сравнительный анализ мощности мно-
жества критериев нормальности, проведенный в [49], и критериев равномер-
ности, представленный в [50], показал, что относительно ряда рассмотренных 
(соответственно в [49] и в [50]) конкурирующих гипотез энтропийные крите-
рии, как правило, оказываются в группе критериев, демонстрирующих наибо-
лее высокие оценки мощности. 

В работе [51] рассмотрен общий подход к построению критериев согла-
сия, использующих оценки информации Кульбака – Лейблера. В [52] при по-
строении статистики критерия согласия рассматривалась пара конкурирую-
щих гипотез вида: 

0H : 0( ) ( , )F x F x   при некотором ;   
1H : 0( ) ( , )F x F x   при любом .   
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Для различения этих гипотез использовалась дивергенция Кульбака –
Лейблера, которая при справедливости 0H  должна быть равна нулю, а в дру-
гих случаях принимать положительные значения. В качестве оценки энтропии 
была взята оценка, предложенная Васичеком в [41].  

Основная цель настоящей работы заключается в том, чтобы оценить ре-
альные свойства критерия Нугаби (Noughabi), предложенного в [52], отметить 
положительные и отрицательные моменты, связанные с его применением,  
и спрогнозировать перспективы возможного использования критерия в прило-
жениях.  

1. ИССЛЕДОВАНИЕ РАСПРЕДЕЛЕНИЙ СТАТИСТИКИ 
КРИТЕРИЯ НУГАБИ  

Построенная в [52] статистика критерия Нугаби имеет вид 

  ( ) ( )
1

1 ln ( , ) ( , )
2

n
mn i m i m

i

nDA F X F X
n m

 
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⎧ ⎫
    ⎨ ⎬

⎩ ⎭
∑ , (1) 

где «окно» m  может принимать положительные целые значения, / 2m n , 
(1) (2) ( )... nX X X    – вариационный ряд, построенный по выборке 1 2, ,x x  
, nx , и ( ) (1)iX X , если 1i  , ( ) ( )i nX X , если i n . При проверке простой 

гипотезы   – известное значение вектора параметров закона, а при проверке 
сложной – его оценка ̂ , построенная по этой же выборке. 

З а м е ч а н и е  1 . С вычислением статистики (1) может возникнуть про-
блема, если при некотором i  разность ( ) ( )( , ) ( , ) 0.i m i mF X F X      Это воз-
можно в следующих ситуациях: во-первых, когда из-за присутствия в выборке 
повторяющихся значений окажется ( ) ( )i m i mX X  ; во-вторых, когда значе-
ния функции распределения, соответствующие началу вариационного ряда, 
оказываются нулевыми, т. е. ( )( , ) 0i mF X     и ( )( , ) 0;  i mF X  в-третьих,  
когда в конце вариационного ряда окажется, что ( )( , ) 1i mF X     и 

( )( , ) 1.i mF X     
В выборке, соответствующей некоторой непрерывной случайной вели-

чине, не может быть повторяющихся значений, поэтому с позиции критерия 
при обнаружении первой ситуации проверяемая гипотеза 0H  о принадлежно-
сти наблюдаемой случайной величины закону с функцией распределения 

( , )F x   должна быть отклонена с 0vP  . Хотя, конечно, присутствие повторя-
ющихся значений может быть следствием округления наблюдаемых значений 
(результатов измерений). И тогда, возможно, отклоняя гипотезу 0H , совер-
шаем ошибку 1-го рода. 

Обнаружение второй и/или третьей ситуации свидетельствует о том,  
что область определения случайной величины, описываемой законом ( , )F x  ,  
не соответствует размаху выборки. С позиции критерия в таких ситуациях ги-
потеза 0H  также должна отклоняться с 0.vP   
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При наличии ошибок округления и наличии в выборке повторяющихся 
наблюдений можно предусмотреть возможность переполнения при вычисле-
нии статистики, выбирая подходящее значение «окна» m. Если максимальная 
длина серии повторяющихся (одинаковых) значений в вариационном ряду 
равна l, то необходимо выбирать m  из условия / 2 / 2n m l   ( / 2m l  при 
четном l, ( 1) / 2m l   при нечетном l). При l = n проверяемая гипотеза должна 
отклоняться со значением 0.vP   

В [52] автором представлены краткие таблицы критических значений для 
статистики (1) при 5 50n    и 1 10m    для проверки сложных гипотез о при-
надлежности выборок закону нормальному, закону Лапласа и закону Вейбулла 
(с оцениванием двух параметров этих законов методом максимального прав-
доподобия). В случае проверки принадлежности экспоненциальному закону 
представлена таблица только для ситуации с вычислением оценки максималь-
ного правдоподобия (ОМП) параметра масштаба. Приведены также оценки 
мощности критерия относительно достаточно широкого круга конкурирую-
щих законов при n = 10, 20 и  = 0.05. Эти оценки сравнивались с мощностью, 
показанной критериями Колмогорова, Крамèра – Мизеса – Смирнова, Андер-
сона – Дарлинга, Купера и Ватсона.  

Когда исследования, результаты которых представляют собой содержа-
ние настоящей статьи, были практически завершены, стала доступна ра-
бота [53], где авторы привели эквивалентную (1) статистику, свободную от не-
достатка, указанного в замечании 1. 

Статистика критерия Алави – Нугаби (Alavi – Noughabi), предложенного  
в [53], имеет вид 
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при тех же обозначениях, что и в статистике (1). 
Расхождения в критических значениях статистики (1) и статистики (2)  

и оценок мощности, представленных соответственно в [52] и [53], вполне объ-
ясняются различным количеством экспериментов N в методе Монте-Карло:  
в [52]  N = 20 000, в [53] N = 50 000. А для того чтобы погрешность моделиро-
вания некоторой функции распределения (или оценки достигнутого уровня 
значимости vP ) укладывалась в интервал 0.001, необходимо около  
N = 1 660 000 экспериментов. В качестве подтверждения практической эквива-
лентности статистик (1) и (2) в табл. 1 приведены критические значения стати-
стик при проверке нормальности для m = 2, взятые из [52] и [53] и полученные 
в данном случае для статистики (1) при числе экспериментов N =1 660 000. 

При проверке простых гипотез распределения 0( )G DA H  статистики 
критерия Нугаби, как и других непараметрических критериев согласия, от вида 

( , )F x   не зависят. Распределения статистики (1) зависят от объемов выбо-
рок  n  при проверке простых и сложных гипотез. Конечно, это является недо-
статком, характерным для многих критериев, но это легко нивелируется  
наличием соответствующего ПО и использованием интерактивного моделиро-
вания.  
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Таблица 1 

Table 1 

Критические значения статистик (1) и (2) при проверке нормальности  
(m = 2,  = 0.05) 

Critical values of statistics (1) and (2) when testing normality (m = 2,  = 0.05) 

n DA [53] DS [54] DA  (N = 1 660 000) 

10 0.545 0.5449 0.528 

15 0.442 0.4406 0.433 

20 0.380 0.3792 0.376 

25 0.340 0.3396 0.338 

30 0.314 0.3124 0.312 

40 0.276 0.2788 0.277 

50 0.253 0.2556 0.255 

 
Для случая проверки простых гипотез рис. 1 демонстрирует зависимость 

распределения статистики (1) от объема выборки n при m = 1, а рис. 2 – зави-
симость от размера «окна» m при n = 50.  

 

 
Рис. 1. Зависимость от n распределения статистики (1) при справедливости простой 

гипотезы и m = 1 

Fig. 1. Dependence on the n distribution of statistics (1) when a simple hypothesis  
is true and m = 1 
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Рис. 2. Зависимость от m распределения статистики (1) при справедливости простой 

гипотезы и n = 50 

Fig. 2. Dependence on the m distribution of statistics (1) when a simple hypothesis  
is true and n = 50 

При проверке сложных гипотез с оцениванием параметров закона по ана-
лизируемой выборке сохраняется влияние на распределения 0( )G DA H  стати-
стики всех вышеуказанных факторов (a–д). Однако это влияние оказывается 
не таким «ярким», как в случае остальных классических критериев. Например, 
распределения 0( )G DA H  статистики (1) при проверке сложной гипотезы  
о принадлежности законам (нормальному, Лапласа, Коши, логистическому)  
с вычислением ОМП двух параметров этого закона оказываются практически 
совпадающими, т. е. зависимость от вида закона может быть выражена  
очень слабо. Слабо выражена зависимость от типа оцениваемого параметра: 
распределения 0( )G DA H  могут (практически) одинаково изменяться в ре-
зультате оценивании только параметра сдвига, или только параметра мас-
штаба. Но всё-таки зависимости от факторов (a–д) хорошо прослеживаются.  

Пониманию нюансов того, как на распределениях 0( )G DA H  стати-
стики (1) отражается влияние факторов (a–д), должна способствовать картина, 
представленная на рис. 3 и 4, показывающая, как меняются распределения ста-
тистики в случае проверки (различных) сложных гипотез о принадлежности 
выборок обобщенному нормальному закону с плотностью  
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  (3) 

и значениями параметра формы 2 1   (распределение Лапласа) и 2 7.   
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Рис. 3. Распределения статистики (1) при проверке сложных гипотез относительно 
обобщенного нормального закона с параметром формы 2 1   и вычислением  
                                      ОМП параметров (при m = 1, n = 50):  
1 – при проверке простых гипотез; 2, 3, 4 – при оценивании только одного параметра из трех; 
5, 6, 7 – при оценивании двух параметров из трех; 8 – при оценивании всех трех параметров  
              закона; 9 – при оценивании всех трех параметров закона в случае 2 7   

Fig. 3. Distributions of statistics (1) when testing composite hypotheses with respect  
to the generalized normal law with a shape parameter 2 1   and calculating the MLE  
                                        of the parameters (for m = 1, n = 50):  
1 is when testing simple hypotheses; 2, 3, 4 is when evaluating only one parameter out of three;  
5, 6, 7 is when evaluating two parameters out of three; 8 is when evaluating all three parameters  
               of the law; 9 is when evaluating all three parameters of the law in the case 2 7   

 
Очевидно, что корректное использование критерия со статистикой (1) 

возможно только в рамках некоторого ПО, позволяющего в ходе проверки ги-
потезы 0H  находить оценки достигнутого уровня vP  в условиях, соответству-
ющих сложной проверяемой гипотезе, используя для этого методы статисти-
ческого моделирования. При реализации процесса моделирования должно 
быть учтено, что распределение 0( )G DA H  статистики (1) существенно зави-
сит от объема выборки n и от размера «окна» m, в большей или меньшей сте-
пени – от вида закона ( , )F x  , соответствующего проверяемой гипотезе 0H ,  
от типа и числа параметров, оцениваемых по выборке, от значений параметров 
формы закона, от выбранного метода оценивания параметров. Такая возмож-
ность реализована в программной системе [31]. 
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Рис. 4. Распределения статистики (1) при проверке сложных гипотез относительно 
обобщенного нормального закона с параметром формы 2 7   и вычислением  
                                        ОМП параметров (при m = 1, n = 50):  
1 – при проверке простых гипотез; 2, 3, 4 – при оценивании только одного параметра из трех; 
5 – при оценивании параметров формы и сдвига; 6 – при оценивании параметров формы  
и масштаба; 7 – при оценивании параметров сдвига и масштаба; 8 – при оценивании всех  
                                                            трех параметров закона 

Fig. 4. Distributions of statistics (1) when testing composite hypotheses with respect  
to the generalized normal law with a shape parameter 2 7   and calculating the MLE  
                                         of the parameters (for m = 1, n = 50):  
1 is when testing simple hypotheses; 2, 3, 4 is when evaluating only one parameter out of three;  
5 is when evaluating the shape and shift parameters; 6 is when evaluating the shape and scale  
parameters; 7 is when evaluating the shift and scale parameters; 8 is when evaluating all three  
                                                               parameters of the law 

2. ИССЛЕДОВАНИЕ МОЩНОСТИ КРИТЕРИЯ НУГАБИ  

С проверкой гипотез связано два вида ошибок. Ошибка 1-го рода заклю-
чается в отклонении справедливой гипотезы 0H . Вероятность такой ошибки, 
как правило, задают и обозначают  . Когда справедлива некоторая конкури-
рующая гипотеза 1H , а мы в результате проверки не отклоняем 0H , то совер-
шаем ошибку 2-го рода. Вероятность такой ошибки обозначают  . Разность 
1  называют мощностью применяемого критерия. По существу, мощность 
представляет собой вероятность отклонения 0H  при справедливости 1H .  
Очевидно, что предпочтительней использовать критерии, обладающие большей 
мощностью относительно пары рассматриваемых гипотез 0H  и 1H . Особенно 
важна способность критериев согласия различать близкие конкурирующие за-
коны. Отметим, что для состоятельных и несмещенных критериев 1   . 

В данном случае мы подробно исследовали мощность критерия со стати-
стикой (1) при проверке гипотезы 0H  о принадлежности анализируемой  
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выборки нормальному закону относительно трех следующих конкурирующих 
гипотез. 

В качестве конкурирующей гипотезы 1H  рассматривается обобщенный 
нормальный закон с плотностью (3) при значении параметра формы 2 4.    

В качестве конкурирующей гипотезы 2H  рассматривается распределе-
ние Лапласа. Это также частный случай закона (3) при значении параметра 
формы 2 1.    

В качестве гипотезы 3H  рассмотрено логистическое распределение  
с плотностью 

2
0 0

1 11

( ) ( )1( ) exp 1 expx xf x
⎡ ⎤⎧ ⎫ ⎧ ⎫   ⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎢ ⎥   ⎨ ⎬ ⎨ ⎬
⎢ ⎥  ⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎩ ⎭ ⎩ ⎭⎣ ⎦

. 

Функция распределения этого закона при значениях параметров 0 0  , 

1 3 / 0.551328895     оказывается наиболее близкой к функции распреде-
ления стандартного нормального закона. Этот закон трудно отличить от нор-
мального с использованием различных критериев согласия. 

Функции плотности законов, соответствующих гипотезам 0H  3H , при-
ведены на рис. 5.  

 

 
Рис. 5. Плотности распределения, соответствующие конкурирующим гипотезам:  
0 – стандартный нормальный закон; 1 – обобщенный нормальный закон с параметром 
формы 2 4,   параметром масштаба 1 1.8878;   2 – распределение Лапласа с парамет-
ром масштаба 1 1.80824;   3 – логистическое распределение с параметром масштаба  
                                                               1 0.551328895   

Fig. 5. Distribution densities corresponding to competing hypotheses: 
0 is a standard normal law; 1 is a generalized normal law with shape parameters 2 4,   scale 
parameter 1 1.8878;   2 is Laplace distribution with scale parameter 1 1.80824;    
                         3 is logistic distribution with scale parameter 1 0.551328895   
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Конкурирующая гипотеза 1H  в настоящей статье рассматривается в связи  
с тем, что относительно именно этой гипотезы в свое время неожиданно прояви-
лась смещенность некоторых специальных критериев нормальности [54, 49]. 

Полученные оценки мощности относительно конкурирующих гипотез 
1H , 2H , 3H  представлены в табл. 2–4 соответственно. Как можно заметить, 

мощность критериев со статистикой (1) при одном и том же объеме выборки n 
зависит от размера «окна» m. 

Зависимость мощности относительно гипотезы 1H  имеет следующий ха-
рактер (см. табл. 2). С ростом m (при фиксированном n) мощность возрастает 
до максимальных значений при некотором m. Строки с размером «окна» m,  
которому соответствуют максимальные значения мощности при данном  
объеме n, в таблицах выделены жирным шрифтом. При дальнейшем росте m 
мощность начинает убывать, причем падает до значений 1 , не превышаю-
щих величин , что свидетельствует о смещенности критерия. В такой ситуа-
ции критерий уже в принципе не способен отличать гипотезу 1H  от гипо- 
тезы 0H . Строки, где 1   , в таблицах выделены курсивом на темном фоне. 

Относительно гипотезы 2H  (см. табл. 3) картина другая. С ростом m  
мощность сначала падает, достигая минимальных значений при некотором m, 
затем возрастает, принимая максимальные значения при максимально возмож-
ном m. Исключение из этого правила имеет место только при n = 10: при m = 1 
критерий уже оказывается смещенным. 

Относительно гипотезы 3H  (см. табл. 4) ситуация несколько иная. Также 
с ростом m  мощность сначала падает, достигая минимальных значений при 
некотором m. Причем в точке m, соответствующей минимуму, и в близких  
к ней оказывается, что 1   . Затем мощность начинает возрастать, прини-
мая максимальные значения при максимально возможном m. В случае m = 1 
при 10 50n    имеем дело со смещенным критерием, а при 100n   – критерий 
несмещенный (мощность 1   ). 

Если сравнить максимальные значения мощностей при соответствую- 
щих n, представленные в табл. 2–4, с мощностью классических непараметриче-
ских критериев согласия (относительно тех же конкурирующих гипотез), оценки 
которой представлены в разделе 3 руководства [49], то можно однозначно прийти 
к выводу о превосходстве в мощности критерия со статистикой (1).  

Однако анализ мощности, которую критерий демонстрирует относи-
тельно конкурирующих гипотез 1H  и 3H , позволяет увидеть следующую  
(неприятную) закономерность. Если при n = 10 максимальная мощность относи-
тельно 1H  (табл. 2) имеет место при m = 2, то при этом же m мощность относи-
тельно 3H  (табл. 4) оказывается меньше . То есть критерий не может отличить 

3H  от 0H . Аналогично при n = 20 максимум мощности относительно 1H  ока-
зывается при m = 3, а относительно 3H  в этом случае снова обнаруживается 
смещенность критерия (мощность меньше ). Практически то же самое наблю-
дается при остальных объемах выборок, представленных в табл. 2 и 4.  

Если отталкиваться от максимальных значений мощности относительно 
3H  и соответствующих им размеров «окна» m, приведенных в табл. 4, то при 
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тех же m и n в табл. 2 (к большому сожалению) обнаруживаем, что мощности 
относительно 1H  оказываются меньше . 

Вместе это означает следующее. Если мы оптимальным образом 
настроим критерий со статистикой (1) на максимальную мощность относи-
тельно конкурирующей гипотезы 1H , то он не способен будет отличать гипо-
тезу 3H  от гипотезы 0H ; если оптимальным образом настроим критерий на 
максимальную мощность относительно конкурирующей гипотезы 3H , – будет 
не способен отличать гипотезу 1H  от 0H . 

Таблица 2 

Table 2 

Мощность критерия относительно 1H  

Power of the test relative to 1H  

n m 
0.15 0.1 0.05 0.025 0.01 

10 1 0.215 0.149 0.079 0.041 0.017 
 2 0.227 0.159 0.084 0.044 0.018 
 3 0.198 0.134 0.068 0.033 0.013 
 4 0.140 0.092 0.044 0.021 0.008 
 5 0.118 0.077 0.037 0.018 0.007 

20 1 0.256 0.183 0.101 0.056 0.025 
 2 0.319 0.236 0.137 0.078 0.036 
 3 0.342 0.255 0.150 0.086 0.040 
 5 0.313 0.229 0.132 0.073 0.032 
 8 0.129 0.083 0.039 0.018 0.007 
 10 0.093 0.058 0.028 0.013 0.005 

30 1 0.283 0.205 0.116 0.065 0.029 
 3 0.420 0.326 0.204 0.124 0.062 
 5 0.449 0.352 0.225 0.138 0.070 
 6 0.439 0.343 0.218 0.133 0.067 
 9 0.336 0.250 0.146 0.079 0.034 
 14 0.082 0.051 0.024 0.011 0.004 
 15 0.078 0.048 0.022 0.010 0.004 

40 1 0.302 0.221 0.128 0.073 0.034 
 5 0.533 0.433 0.294 0.193 0.105 
 6 0.541 0.442 0.301 0.198 0.108 
 7 0.537 0.438 0.299 0.196 0.107 
 10 0.477 0.382 0.252 0.159 0.083 
 19 0.069 0.042 0.019 0.009 0.003 
 20 0.067 0.041 0.018 0.008 0.003 
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Окончание табл. 2 

End of the Tab. 2 

n m 
0.15 0.1 0.05 0.025 0.01 

50 1 0.318 0.235 0.139 0.081 0.038 
 3 0.511 0.413 0.277 0.180 0.097 
 6 0.611 0.513 0.366 0.252 0.145 
 8 0.619 0.522 0.375 0.260 0.150 
 10 0.598 0.502 0.359 0.246 0.142 
 24 0.059 0.035 0.015 0.007 0.002 
 25 0.058 0.034 0.015 0.006 0.002 

100 1 0.383 0.294 0.183 0.111 0.056 
 10 0.852 0.786 0.662 0.535 0.382 
 11 0.857 0.793 0.671 0.546 0.392 
 12 0.860 0.797 0.677 0.551 0.398 
 13 0.860 0.798 0.679 0.555 0.402 
 14 0.859 0.797 0.678 0.555 0.404 
 50 0.027 0.015 0.006 0.002 0.001 

200 18 0.983 0.970 0.934 0.881 0.786 
 22 0.983 0.971 0.938 0.887 0.798 
 26 0.982 0.968 0.935 0.884 0.795 
 95 0.007 0.003 0.001 0.0004 0.0001 

300 25 0.998 0.996 0.990 0.977 0.947 
 30 0.998 0.996 0.990 0.978 0.9505 
 35 0.998 0.996 0.989 0.977 0.949 
 150 0.0016 0.0007 0.0002 0.00004 0.000 

 
Таблица 3 

Table 3 

Мощность критерия относительно 2H  

Power of the test relative to 2H  

n m 
0.15 0.1 0.05 0.025 0.01 

10 1 0.141 0.094 0.048 0.024 0.010 

 2 0.152 0.105 0.057 0.031 0.014 
 3 0.202 0.149 0.091 0.056 0.029 
 4 0.288 0.219 0.137 0.086 0.046 
 5 0.325 0.249 0.157 0.100 0.054 
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Окончание табл. 3 

End of the Tab. 3 

n m 
0.15 0.1 0.05 0.025 0.01 

20 1 0.171 0.117 0.062 0.033 0.014 
 2 0.157 0.108 0.057 0.031 0.014 
 3 0.153 0.106 0.058 0.033 0.016 
 4 0.165 0.118 0.069 0.041 0.021 
 5 0.196 0.145 0.089 0.056 0.032 
 8 0.428 0.339 0.223 0.146 0.084 
 9 0.466 0.376 0.254 0.167 0.096 
 10 0.480 0.391 0.270 0.181 0.105 

30 1 0.208 0.148 0.083 0.046 0.021 
 3 0.183 0.130 0.073 0.041 0.020 
 4 0.177 0.125 0.071 0.041 0.020 
 5 0.179 0.128 0.074 0.044 0.023 
 6 0.192 0.140 0.084 0.051 0.028 
 9 0.316 0.249 0.166 0.110 0.065 
 14 0.601 0.512 0.378 0.269 0.163 
 15 0.606 0.518 0.387 0.278 0.173 

40 1 0.244 0.179 0.104 0.061 0.029 
 5 0.209 0.152 0.089 0.053 0.027 
 6 0.207 0.151 0.090 0.055 0.029 
 7 0.212 0.156 0.095 0.058 0.031 
 10 0.281 0.218 0.141 0.093 0.054 
 19 0.705 0.626 0.496 0.379 0.252 
 20 0.707 0.629 0.501 0.385 0.259 

50 1 0.280 0.209 0.126 0.076 0.039 
 3 0.272 0.205 0.126 0.077 0.040 
 6 0.244 0.182 0.111 0.068 0.036 
 7 0.241 0.179 0.110 0.068 0.036 
 8 0.243 0.181 0.112 0.070 0.038 
 9 0.250 0.188 0.117 0.074 0.041 
 10 0.264 0.201 0.127 0.082 0.046 
 24 0.785 0.717 0.599 0.484 0.348 
 25 0.787 0.719 0.601 0.488 0.354 

100 1 0.434 0.350 0.239 0.161 0.094 
 50 0.961 0.940 0.894 0.837 0.748 

200 1 0.655 0.573 0.447 0.341 0.233 
 100 0.999 0.998 0.995 0.991 0.979 

300 1 0.793 0.727 0.612 0.505 0.380 
 150 1 1 1 1 0.999 
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Таблица 4 

Table 4 

Мощность критерия относительно 3H  

Power of the test relative to 3H  

n m 


0.15 0.1 0.05 0.025 0.01 
10 1 0.137 0.091 0.045 0.022 0.009 

 2 0.142 0.095 0.048 0.024 0.010 
 3 0.164 0.114 0.061 0.033 0.014 
 4 0.198 0.140 0.078 0.043 0.019 
 5 0.208 0.149 0.083 0.047 0.022 

20 1 0.134 0.088 0.044 0.022 0.009 
 2 0.125 0.082 0.039 0.019 0.008 
 3 0.126 0.083 0.041 0.020 0.020 
 4 0.135 0.090 0.046 0.023 0.010 
 5 0.151 0.103 0.055 0.030 0.014 
 8 0.240 0.176 0.103 0.061 0.030 
 9 0.250 0.185 0.110 0.065 0.033 
 10 0.254 0.188 0.113 0.068 0.034 

30 1 0.136 0.090 0.045 0.022 0.009 
 3 0.114 0.074 0.035 0.017 0.007 
 4 0.114 0.074 0.036 0.017 0.007 
 5 0.118 0.077 0.038 0.019 0.008 
 6 0.127 0.084 0.043 0.022 0.009 
 9 0.189 0.135 0.077 0.045 0.022 
 14 0.286 0.216 0.133 0.082 0.043 
 15 0.288 0.218 0.135 0.083 0.044 

40 1 0.140 0.093 0.046 0.023 0.009 
 5 0.105 0.067 0.032 0.016 0.006 
 6 0.107 0.069 0.033 0.016 0.007 
 7 0.113 0.073 0.036 0.018 0.007 
 10 0.154 0.105 0.056 0.031 0.015 
 19 0.318 0.245 0.156 0.098 0.053 
 20 0.319 0.246 0.157 0.099 0.054 

50 1 0.144 0.096 0.048 0.024 0.010 
 3 0.111 0.072 0.034 0.017 0.006 
 6 0.097 0.061 0.029 0.014 0.005 
 7 0.099 0.062 0.029 0.014 0.006 
 8 0.102 0.065 0.031 0.015 0.006 
 9 0.109 0.070 0.034 0.017 0.007 
 10 0.119 0.078 0.039 0.020 0.009 
 24 0.348 0.271 0.176 0.113 0.063 
 25 0.349 0.272 0.177 0.114 0.063 

100 1 0.167 0.114 0.060 0.031 0.013 
 10 0.078 0.048 0.021 0.010 0.004 
 50 0.480 0.395 0.280 0.196 0.120 
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Окончание табл. 4 

End of the Tab. 4 

n m 


0.15 0.1 0.05 0.025 0.01 
200 1 0.205 0.144 0.079 0.043 0.019 

 20 0.068 0.041 0.018 0.008 0.003 
 100 0.678 0.597 0.471 0.366 0.255 

300 1 0.237 0.171 0.097 0.055 0.026 
 30 0.070 0.042 0.019 0.009 0.003 
 150 0.804 0.739 0.628 0.521 0.395 
 
В данном случае мы рассмотрели применение критерия со статистикой (1) 

для проверки нормальности. Понятно, что с подобными же ситуациями мы бу-
дем сталкиваться при использовании критерия для проверки принадлежности 
другим параметрическим законам распределения, когда при одном и том же 
значении «окна» m одни близкие конкурирующие законы можно отличать от 
закона, соответствующего 0H , а другие отличать не удается. 

В частности, с такими ситуациями приходится иметь дело, используя кри-
терий со статистикой (1) для проверки равномерности. В [50] при исследова-
нии свойств различных критериев, ориентированных на проверку принадлеж-
ности выборок равномерному закону, в качестве достаточно близких к 0H  
конкурирующих гипотез 1H , 2H , 3H  рассматривались 3 бета-распределения 
1-го рода:  

1H  : ( ) (1.5, 1.5, 1, 0)IF x B , [0,1]x ; 
2H  : ( ) (0.8, 1, 1, 0)IF x B , [0,1]x ; 
3H  : ( ) (1.1, 0.9, 1, 0)IF x B , [0,1]x . 

Здесь первые 2 параметра – это параметры формы, 3-й – параметр мас-
штаба, 4-й – параметр сдвига. В данном случае рассматриваем простую гипо-
тезу о принадлежности выборки равномерному закону на интервале [0, 1]. 
Проведенные исследования мощности критерия Нугаби на выборках объемом 
n = 20 и 1 10m    показали, что относительно 1H  максимум мощности дости-
гается при m = 10, относительно 2H  – при m = 2, относительно 3H  – при  
m = 6, а относительно 2H  при 8 10 m  критерий оказался смещенным. 

В качестве одного из вариантов разрешения очерченной проблемы можно 
рассматривать предложение о применении критерия со статистикой (1) не при 
одном, а при нескольких отличающихся значениях m с надеждой на то, что при 
разных m будут распознаваться различные конкурирующие гипотезы. 

Пример . Анализируемая выборка объемом n = 50 смоделирована в соот-
ветствии с законом (3), соответствующим гипотезе 1H , при 2 1  . Наблюде-
ния фиксировались с ошибкой округления 0.01  . Полученная выборка 
имеет следующий вид: 

0.50 1.40 –0.89 –1.09 –0.88 0.64 –0.70 –0.58 0.25 0.61 
0.63 –1.10 –0.02 1.20 –1.47 1.02 –0.00 0.18 –0.74 0.21 

–1.46 –0.47 –0.72 1.25 1.44 0.65 1.82 1.16 –2.03 –1.45 
–0.85 0.04 0.89 0.23 0.82 0.64 –0.71 1.52 0.26 1.70 
–0.80 –1.02 –0.57 –1.39 0.04 2.16 1.02 0.40 0.31 0.40 
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Гипотеза о принадлежности выборки нормальному закону проверялась 
при m = 1, m = 8 и m = 25. Оценки параметров находились методом максималь-
ного правдоподобия. При n = 50 относительно гипотезы 1H  максимальную 
мощность критерий имеет для m = 8 (см. табл. 2). Результаты проверки (значе-
ния статистики и vP ) представлены в табл. 5. Здесь же приведены мощности 
критерия при 0.1  . 

Таблица 5 

Table 5 

Результаты проверки нормальности  

Normality test results 

m Значение статистики DA Pv Мощность 
1 0.377736 0.1438 0.235 
8 0.157715 0.1897 0.522 

25 0.312375 0.8569 0.034 
 
Полную картину, объясняющую результаты проверки, отражает рис. 6,  

на котором показаны пары распределений статистики (1) при справедливости 
гипотезы о нормальности 0( , )G DA H m  и при справедливости конкурирующей 
гипотезы 1( , )G DA H m  при соответствующих значениях «окна» m. Видим, что 
при m = 25 критерий является смещенным: распределение 1( , 25)G DA H m   
оказывается левее 0( , 25)G DA H m  . 

 

 
Рис. 6. Распределения статистики (1) для проверки нормальности при справедливости  

  гипотезы 0H  и справедливости гипотезы 1H  при разных m и n = 50 

Fig. 6. Distributions of statistics (1) when testing normality under the hypothesis 0H   
and under the hypothesis 1H  for different m and n = 50 
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Как можно видеть, при задании уровня значимости 0.1   гипотеза  
о нормальности не отклоняется ни в одном случае.  

А если в соответствии с 1H  смоделировать, например, 1000 выборок объ-
емом n = 50, то при m = 1 проверяемая гипотеза о нормальности будет откло-
нена в среднем в 23.5 % случав, при m = 8 – в 52.2 % случав, при m = 25 – лишь 
в 3.4 % случаев. 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

Таким образом, при проверке гипотезы 0H  о принадлежности анализиру-
емой выборки закону ( , )F x   критерий Нугаби за счет выбора оптимального 
размера «окна» m может быть настроен на максимальную мощность относи-
тельно некоторого заданного конкурирующего закона, близкого в некотором 
смысле к закону, соответствующему проверяемой гипотезе 0H . Как правило, 
но не всегда, в такой ситуации критерий оказывается мощнее других, ставших 
классическими, непараметрических критериев согласия. 

В табл. 5.1 руководства [49] множество из 50 различных критериев про-
верки нормальности упорядочено по мощности относительно тех же, что и 
здесь, конкурирующих гипотез 1H , 2H , 3H  (при объемах выборок n = 50 и 
заданном уровне значимости 0.1  ). 

Если сравнить полученные оценки мощности критерия Нугаби при опти-
мальных значениях m, представленные в табл. 2–4, с приведенными в [49] 
оценками мощности множества других критериев, то можно констатировать 
следующее. По мощности относительно гипотезы 1H  критерий со статисти-
кой (1) оказывается на первом месте (с мощностью 0.522 против 0.451 у луч-
шего критерия в [49]), относительно 2H  окажется на 8-м месте (среди 51 кри-
терия), относительно 3H  будет делить 21–24-е места вместе с тремя другими 
критериями. 

С другой стороны, очевидно, что высокая мощность критерия при опти-
мальном значении m относительно одной конкурирующей гипотезы не гаран-
тирует того, что при этом же m критерий будет способен отличать от 0H  дру-
гие близкие конкурирующие гипотезы. 

Также очевидно, что широкое применение критериев, подобных крите-
риям Нугаби [52, 55] и Алави – Нугаби [53], возможно только при наличии про-
граммной поддержки, позволяющей с опорой на методы статистического мо-
делирования (как, например, в [31]) формировать корректные выводы о ре-
зультатах проверки гипотез. 
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Abstract 

To verify the adequacy of the constructed models of distribution laws of random variables, 
various nonparametric goodness-of-fit tests are usually used, in particular, Kolmogorov, Kra-
mer – Mises – Smirnov, Anderson – Darling, Kuiper, and Watson. 

When a simple hypothesis is tested, nonparametric goodness-of-fit tests are “distribution-
free”: the asymptotic distributions of statistics do not depend on the type of law against which 
the hypothesis is tested. 

When testing composite hypotheses, when the parameters of the assumed law are estimated 
from a sample, the property of “freedom from distribution” is lost, and the distributions of statis-
tics become dependent on a number of factors. In such situations, the use of nonparametric good-
ness-of-fit tests is possible only with the support of appropriate software that allows the achieved 
significance level Pv to be assessed using simulation modeling. 

The distributions of the statistics of the Zhang tests, which are a development of the Kol-
mogorov, Kramer – Mises – Smirnov, and Anderson – Darling tests, respectively, depend on the 
sample sizes, so their wide application in testing simple and complex hypotheses is possible only 
with the support of the Monte Carlo method. 

Distributions of goodness-of-fit tests statistics (when testing simple and composite hypoth-
eses) can vary significantly due to the natural presence of rounding errors. A signal about the 
possibility of such a situation is the presence of a significant number of repeating values in the 
analyzed samples. In such situations, making a decision on the results of the inspection is also 
impossible without the use of simulation modeling. 

In recent years, several criteria have been proposed, aimed, for example, at checking 
whether samples belong to a normal or uniform law, the statistics of which are based on various 
entropy estimates. As experience shows, with respect to some competing hypotheses, such crite-
ria demonstrate higher power estimates compared to classical nonparametric goodness-of-fit 
tests. 

When constructing the statistics of the Noughabi test to distinguish between two hypothe-
ses, the Kullback-Leibler divergence was used, and the estimate proposed by Vasicek was taken 
as an estimate of entropy. This paper shows how the distributions of the Noughabi test statistics 
depend on the sample size n and the window size m, and how the distributions of the test statistics 
change when testing various composite hypotheses. The power of the criterion in testing norma-
lity against various competing hypotheses was investigated. It is shown how, for given n,  
the power depends on the size of the “window” m. The existence of an optimal m is shown, at 
which the power is maximum relative to the competing hypothesis under consideration. It is 
shown that for a given n, the optimal values of m, as a rule, do not coincide for different compet-
ing hypotheses. Obviously, the application of such criteria in practice also implies the use of 
appropriate software and simulation modeling. 

 

                                                      
* Received 12 February 2025. 
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