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При анализе рядов измерений в различных приложениях в качестве обязательной проце-
дуры рассматривается проверка принадлежности ошибок измерений нормальному закону.  
В этих целях могут использоваться различные специальные критерии проверки гипотез о нор-
мальности, могут применяться непараметрические критерии согласия или критерии типа  
хи-квадрат.  

При использовании для проверки нормальности непараметрических критериев согласия 
необходимо учитывать, что проверяется сложная гипотеза. При проверке сложной гипотезы рас-
пределения статистик критериев согласия существенно отличаются от классических, имеющих 
место при проверке простых гипотез. 

Известно, что наличие ошибок округления может существенно изменять распределения 
статистик критериев. В таких ситуациях игнорирование факта влияния может приводить к не-
корректным выводам о результатах проверки нормальности.  

Метрологи при проведении высокоточных измерений, как правило, не допускают и мысли 
о возможном влиянии ошибок округления  на результаты статистического анализа. Этим са-
мым допускается возможность некорректности выводов, так как влияние округления отсут-
ствует не просто при малых , а при значениях , много меньших среднеквадратического от-
клонения  закона распределения ошибок измерения, и объемах выборок n, не превышающих 
некоторых максимальных значений. При объемах выборок больших, чем эти максимальные зна-
чения, реальные распределения статистик критериев отклоняются от асимптотических в сто-
рону больших значений статистик.  

В работе на реальных и хорошо знакомых данных с использованием методов статистиче-
ского моделирования демонстрируется зависимость распределений статистик непараметриче-
ских критериев согласия при проверке нормальности от соотношения  и  при конкретных 
значениях n. Показывается и реализуется возможность корректного применения критериев  
в условиях влияния на выводы ошибок округления. 

                                                      
* Статья получена 17 марта 2022 г. 
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ВВЕДЕНИЕ 

При анализе рядов измерений в различных приложениях в качестве обя-
зательной процедуры рассматривается проверка принадлежности ошибок из-
мерений нормальному закону. В этих целях могут использоваться различные 
специальные критерии проверки гипотез о нормальности, могут применяться 
непараметрические критерии согласия или критерии типа хи-квадрат [1].  

При использовании для проверки нормальности непараметрических 
критериев согласия необходимо учитывать, что проверяется сложная гипо-
теза. При проверке сложной гипотезы распределения статистик критериев 
согласия существенно отличаются от классических, имеющих место при про-
верке простых гипотез. Игнорирование этого факта является одной из наибо-
лее распространенных ошибок при применении непараметрических крите-
риев согласия [2]. 

Известно, что наличие ошибок округления может существенно изменять 
распределения статистик критериев [3–5]. В таких ситуациях пренебрежение 
фактом влияния может приводить к некорректным выводам о результатах про-
верки нормальности.  

В метрологии при проведении высокоточных измерений, как правило,  
не допускают и мысли о возможном влиянии ошибок округления  на резуль-
таты статистического анализа. В результате возрастает риск некорректности 
выводов, так как влияние округления отсутствует не просто при малых , а при 
значениях , много меньших среднеквадратического отклонения  закона рас-
пределения ошибок измерения, и объемах выборок n, не превышающих неко-
торых максимальных значений. При объемах выборок бо́льших, чем эти мак-
симальные значения, реальные распределения статистик критериев отклоня-
ются от асимптотических в сторону бо́льших значений статистик [6].  

В настоящей статье на реальных и хорошо знакомых данных [7] с исполь-
зованием методов статистического моделирования демонстрируется зависи-
мость распределений статистик непараметрических критериев согласия от со-
отношения между  и  и от объемов выборок n при проверке гипотезы  
о нормальности. 

1. ПРИМЕНЯЕМЫЕ ПРИ ПРОВЕРКЕ НОРМАЛЬНОСТИ 
НЕПАРАМЕТРИЧЕСКИЕ КРИТЕРИИ СОГЛАСИЯ  

В работе рассматривается применение восьми непараметрических крите-
риев согласия. 

В критерии Колмогорова (K) [8] (в отечественной практике) использу-
ется статистика с поправкой Большева [9] в виде 
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Статистика критерия Крамера – Мизеса – Смирнова (CMS) имеет вид [9] 
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Статистика критерия Андерсона – Дарлинга (AD) [10, 11], как правило, 
применяется в виде 
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В критерии Купера (Ku) [12] можно использовать статистику в виде [13] 
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Статистика критерия Ватсона (W) [14, 15] используется в форме 
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В критериях Жанга [16, 17] статистики задаются выражениями: 
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Критерии Жанга являются развитием критериев со статистиками (1)–(3).  
Модели распределений статистик (1)–(5), имеющие место при проверке 

нормальности (в отсутствие влияния ошибок округления) с оцениванием пара-
метров нормального закона методом максимального правдоподобия, полу-
чены в [18–20] и представлены в табл. 1. 
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Таблица 1 

Table 1 

Модели распределений статистик (1)–(5) при проверке нормальности 

Models of statistics distributions (1)–(5) when testing normality 

№ 
п/п Критерий Модель распределения статистики 

1 Колмогорова  (6.4721; 0.0580; 0.2620) 

2 Крамера – Мизеса – Смирнова BIII(4.1153; 4.1748; 11.035; 0.5116; 0.009) 

3 Андерсона – Дарлинга BIII(4.7262; 4.6575; 9.4958; 2.717; 0.0775) 

4 Купера BIII(7.4917; 8.0016; 2.4595; 2.1431; 0.4937) 

5 Ватсона BIII(3.5230; 4.4077; 9.2281; 0.4785; 0.0104) 
 
В табл. 1 через III 0 1 2 3 4( , , , , )       обозначено бета-распределение 

III рода с плотностью 
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Распределения статистик (6)–(8), в том числе при проверке нормальности, 
зависят от объемов выборок n . Поэтому, применяя соответствующие крите-
рии, для вычисления достигнутого уровня значимости valuep  в программном 
обеспечении (как в [21]) приходится предусматривать использование интерак-
тивного режима моделирования распределений статистик. 

2. ВЛИЯНИЕ ОКРУГЛЕНИЯ НА РАСПРЕДЕЛЕНИЯ 
СТАТИСТИК 

Измерения всегда фиксируются с некоторой погрешностью округления. 
Возможность влияния ошибок округления на статистические выводы давно 
признавалась многими авторами [22–25]. Вопрос заключался лишь в том, как 
реально наличие ошибок округления сказывается на распределениях статистик 
критериев.  

В ситуациях, когда ошибки округления    , где   – среднеквадратич-
ное отклонение ошибки измерения, и n  меньше некоторого maxn , зависящего 
от n  и  , влиянием   на распределения статистик можно пренебречь [6]  
и пользоваться асимптотическими результатами, имеющими место при про-
верке простых и сложных гипотез. 
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При соизмеримости   и  , когда значения   и   величины одного по-
рядка, всё меняется. Влияние ошибок округления на распределения статистик 
критериев проверки различных гипотез рассматривалось нами в [2–5]. 

Результаты, полученные в [2], касающиеся критериев со статисти-
ками (1)–(5) и имеющие отношение к проверке нормальности, кратко можно 
охарактеризовать следующим образом: 

– наличие ошибок округления приводит к появлению зависимости 
0( )G S H  от n ;  

– факт наличия округлений в анализируемых данных исключает возмож-
ность использования асимптотических распределений статистик в условиях 
больших выборок;  

– в условиях соизмеримости   и   распределения 0( )nG S H  статистик 
могут значительно отличаться от асимптотических и при относительно не-
больших объемах выборок;  

– вследствие наличия округлений потеря свойства «свободы от распреде-
ления» может происходить и в условиях проверки простых гипотез;  

– на распределения статистик (6)–(8), которые зависят от n  и в отсутствие 
ошибок округления, все вышеперечисленные факторы, связанные с  , воздей-
ствуют аналогичным образом. 

В качестве демонстрационного примера на рис. 1 в условиях соизмери-
мости   и   иллюстрируется влияние   на распределение 0( )KG S H  стати-
стики (1) критерия Колмогорова в следующей ситуации: проверяется гипоте-
за  0H  о принадлежности выборок нормальному закону распределения при 

50n   с вычислением оценок максимального правдоподобия (ОМП) парамет-
ров   и   закона. Приведенные на рисунке зависимости построены на основе 
результатов статистического моделирования распределений статистик  
в условиях округления данных с использованием возможностей системы  
ISW [21]. Аналогично на рис. 2 показано, как меняются распределения стати-
стики (1) в зависимости от объема выборки n  при справедливости гипоте- 
зы 0H  о нормальности при фиксированной ошибке округления 0.1    и ис-
пользовании ОМП. Мы можем видеть, что и при росте  , и при росте n  рас-
пределения 0( )KG S H  всё дальше отклоняются от асимптотического распре-
деления статистики, имеющего место в отсутствие ошибок округления, модель 
которого приведена в табл. 1. 

Таким же образом в этих условиях меняются распределения стати-
стик (2)–(8) других непараметрических критериев согласия. 

3. ПРОВЕРКА НОРМАЛЬНОСТИ В УСЛОВИЯХ 
ОКРУГЛЕНИЯ ИЗМЕРЕНИЙ 

В работе [7] результаты измерений характеристик ирисов были использо-
ваны для решения задачи таксономии. Заимствованные в [7] результаты изме-
рений в сантиметрах представлены в табл. 2. 
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Рис. 1. Зависимость распределения статистики (1) критерия Колмогорова 
от  при справедливости сложной гипотезы H0 о принадлежности  
               выборки нормальному закону (в случае ОМП) при n = 50 

Fig. 1. Dependence of the distribution of statistic (1) of the Kolmogorov test 
on  under the validity of the composite hypothesis H0 that the sample belongs  
                       to the normal law (in the case of MLE) for n = 50 

 

 
 
Рис. 2. Зависимость распределения статистики (1) критерия Колмогорова 
от объема выборки n при справедливости сложной гипотезы H0 о принад- 
   лежности выборки нормальному закону (в случае ОМП) при  = 0.1 

Fig. 2. Dependence of the distribution of statistic (1) of the Kolmogorov test 
on the sample size n with the correctness of the composite hypothesis H0 that  
      the sample belongs to the normal law (in the case of MLE) at  = 0.1 
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В табл. 2 для каждого из трех видов ириса (Iris setosa, Iris versicolor, Iris 
virginica) представлены измерения четырех характеристик для 50 представите-
лей каждого вида: Sepal length – длина чашелистика, Sepal width – ширина ча-
шелистика, Petal length – длина лепестка, Petal width – ширина лепестка.  
Погрешность округления  = 0.1 одна и та же для всех измерений. 

В выборках непрерывных одинаково распределенных случайных вели-
чин вероятность появления двух одинаковых значений равна нулю. В рядах 
реальных измерений вследствие естественного округления бывают повторя-
ющиеся значения, и иногда их много. В столбцах табл. 2 также наблюдаются 
повторяющиеся значения. Посмотрим, как это отражается на результатах 
проверки гипотезы о принадлежности измерений характеристик ирисов нор-
мальному закону. 

Результаты проверки принадлежности всех 12 выборок нормальным зако-
нам по восьми рассматриваемым критериям для каждого из трех видов ириса 
представлены в табл. 3–5. 

Для каждой выборки приводятся ОМП параметров   и   нормального 
закона, вычисленные значения S  статистик применяемых критериев согласия, 
значения достигнутого уровня значимости valuep , рассчитанного по асимпто-
тическому 0( )G S H  распределению статистики в предположении об отсут-
ствии ошибок округления (при 0  ) и полученного по реальному распреде-
лению 0( )nG S H  (при 0.1   и при соответствующей ОМП для ).  В послед-
нем случае оценка valuep  находилась по смоделированному в интерактивном 
режиме реальному распределению 0( )nG S H  (при 0.1   и конкретном ).  
Такая возможность реализована в [21]. 

Как можно видеть, оценки valuep , вычисленные по реальному распреде-
лению 0( )nG S H , кардинально отличаются от значений valuep , вычисленных 
по асимптотическому распределению статистики 0( )G S H . И если прене-
бречь влиянием ошибок округления на распределения статистик критериев, 
то во многих случаях гипотеза о нормальности будет несправедливо откло-
няться. 

В данном случае надо обратить внимание на то, что каждой проверке по 
каждому критерию при 0.1   и 50n   соответствует свое распределение ста-
тистики 0( )nG S H , зависящее от   нормального закона. То есть для анализа 
12 выборок по каждому из восьми критериев мы должны использовать 12 раз-
личных распределений 50 0( )G S H  статистики применяемого критерия, по ко-
торому и вычисляется valuep .  

В отсутствие влияния округлений распределения 0( )nG S H  стати-
стик (1)–(5) быстро сходятся к асимптотическим 0( )G S H  распределениям 
этих статистик: отклонением 0( )nG S H  от 0( )G S H  можно пренебречь, как 
правило, при 25 30.n    При наличии влияния ошибок округления (как в дан-
ном случае) распределения 0( )nG S H  не сходятся к асимптотическим 

0( )G S H , а с ростом n  всё дальше отклоняются от них.  
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Таблица 2 
Table 2 

Результаты измерений характеристик ирисов 
Results of measurements of the irises characteristics  

№ 
п/п 

Iris setosa Iris versicolor Iris virginica 
Sepal 
length 

Sepal 
width 

Petal 
length 

Petal 
width 

Sepal 
length 

Sepal 
width 

Petal 
length 

Petal 
width 

Sepal 
length 

Sepal 
width 

Petal 
length 

Petal 
width 

1 5.1 3.5 1.4 0.2 7.0 3.2 4.7 1.4 6.3 2.2 6.0 2.5 
2 4.9 3.0 1.4 0.2 6.4 3.2 4.5 1.5 5.8 2.5 5.1 1.9 
3 4.7 3.2 1.3 0.2 6.9 3.1 4.9 1.5 7.1 2.5 5.9 2.1 
4 4.6 3.1 1.5 0.2 5.5 2.3 4.0 1.3 6.3 2.5 5.6 1.8 
5 5.0 3.6 1.4 0.2 6.5 2.8 4.6 1.5 6.5 2.5 5.8 2.2 
6 5.4 3.9 1.7 0.4 5.7 2.8 4.5 1.3 7.6 2.6 6.6 2.1 
7 4.6 3.4 1.4 0.3 6.3 3.3 4.7 1.6 4.9 2.6 4.5 1.7 
8 5.0 3.4 1.5 0.2 4.9 2.4 3.3 1.0 7.3 2.7 6.3 1.8 
9 4.4 2.9 1.4 0.2 6.6 2.9 4.6 1.3 6.7 2.7 5.8 1.8 
10 4.9 3.1 1.5 0.1 5.2 2.7 3.9 1.4 7.2 2.7 6.1 2.5 
11 5.4 3.7 1.5 0.2 5.0 2.0 3.5 1.0 6.5 2.7 5.1 2.0 
12 4.8 3.4 1.6 0.2 5.9 3.0 4.2 1.5 6.4 2.8 5.3 1.9 
13 4.8 3.0 1.4 0.1 6.0 2.2 4.0 1.0 6.8 2.8 5.5 2.1 
14 4.3 3.0 1.1 0.1 6.1 2.9 4.7 1.4 5.7 2.8 5.0 2.0 
15 5.8 4.0 1.2 0.2 5.6 2.9 3.6 1.3 5.8 2.8 5.1 2.4 
16 5.7 4.4 1.5 0.4 6.7 3.1 4.4 1.4 6.4 2.8 5.3 2.3 
17 5.4 3.9 1.3 0.4 5.6 3.0 4.5 1.5 6.5 2.8 5.5 1.8 
18 5.1 3.5 1.4 0.3 5.8 2.7 4.1 1.0 7.7 2.8 6.7 2.2 
19 5.7 3.8 1.7 0.3 6.2 2.2 4.5 1.5 7.7 2.8 6.9 2.3 
20 5.1 3.8 1.5 0.3 5.6 2.5 3.9 1.1 6.0 2.9 5.0 1.5 
21 5.4 3.4 1.7 0.2 5.9 3.2 4.8 1.8 6.9 2.9 5.7 2.3 
22 5.1 3.7 1.5 0.4 6.1 2.8 4.0 1.3 5.6 3.0 4.9 2.0 
23 4.6 3.6 1.0 0.2 6.3 2.5 4.9 1.5 7.7 3.0 6.7 2.0 
24 5.1 3.3 1.7 0.5 6.1 2.8 4.7 1.2 6.3 3.0 4.9 1.8 
25 4.8 3.4 1.9 0.2 6.4 2.9 4.3 1.3 6.7 3.0 5.7 2.1 
26 5.0 3.0 1.6 0.2 6.6 3.0 4.4 1.4 7.2 3.0 6.0 1.8 
27 5.0 3.4 1.6 0.4 6.8 2.8 4.8 1.4 6.2 3.0 4.8 1.8 
28 5.2 3.5 1.5 0.2 6.7 3.0 5.0 1.7 6.1 3.0 4.9 1.8 
29 5.2 3.4 1.4 0.2 6.0 2.9 4.5 1.5 6.4 3.0 5.6 2.1 
30 4.7 3.2 1.6 0.2 5.7 2.6 3.5 1.0 7.2 3.0 5.8 1.6 
31 4.8 3.1 1.6 0.2 5.5 2.4 3.8 1.1 7.4 3.0 6.1 1.9 
32 5.4 3.4 1.5 0.4 5.5 2.4 3.7 1.0 7.9 3.0 6.4 2.0 
33 5.2 4.1 1.5 0.1 5.8 2.7 3.9 1.2 6.4 3.0 5.6 2.2 
34 5.5 4.2 1.4 0.2 6.0 2.7 5.1 1.6 6.3 3.1 5.1 1.5 
35 4.9 3.1 1.5 0.2 5.4 3.0 4.5 1.5 6.1 3.1 5.6 1.4 
36 5.0 3.2 1.2 0.2 6.0 3.4 4.5 1.6 7.7 3.1 6.1 2.3 
37 5.5 3.5 1.3 0.2 6.7 3.1 4.7 1.5 6.3 3.1 5.6 2.4 
38 4.9 3.6 1.4 0.1 6.3 2.3 4.4 1.3 6.4 3.2 5.5 1.8 
39 4.4 3.0 1.3 0.2 5.6 3.0 4.1 1.3 6.0 3.2 4.8 1.8 
40 5.1 3.4 1.5 0.2 5.5 2.5 4.0 1.3 6.9 3.2 5.4 2.1 
41 5.0 3.5 1.3 0.3 5.5 2.6 4.4 1.2 6.7 3.2 5.6 2.4 
42 4.5 2.3 1.3 0.3 6.1 3.0 4.6 1.4 6.9 3.2 5.1 2.3 
43 4.4 3.2 1.3 0.2 5.8 2.6 4.0 1.2 5.8 3.3 5.1 1.9 
44 5.0 3.5 1.6 0.6 5.0 2.3 3.3 1.0 6.8 3.3 5.9 2.3 
45 5.1 3.8 1.9 0.4 5.6 2.7 4.2 1.3 6.7 3.3 5.7 2.5 
46 4.8 3.0 1.4 0.3 5.7 3.0 4.2 1.2 6.7 3.4 5.2 2.3 
47 5.1 3.8 1.6 0.2 5.7 2.9 4.2 1.3 6.3 3.4 5.0 1.9 
48 4.6 3.2 1.4 0.2 6.2 2.9 4.3 1.3 6.5 3.6 5.2 2.0 
49 5.3 3.7 1.5 0.2 5.1 2.5 3.0 1.1 6.2 3.8 5.4 2.3 
50 5.0 3.3 1.4 0.2 5.7 2.8 4.1 1.3 5.9 3.8 5.1 1.8 
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Проведенные исследования показали, что и при проверке простых гипо-
тез о принадлежности выборок нормальному закону (в условиях влияния )  
распределения статистик 0( )nG S H  непараметрических критериев согласия 
становятся зависящими от п, от   и от значения параметра масштаба  ,  
а с ростом n  всё больше отклоняются от асимптотических 0( )G S H . 

Отметим также, что в общем случае проверки сложной гипотезы о при-
надлежности выборки некоторому закону ( , )F x   к факторам, влияющим  
на распределения статистик 0( )G S H  при сложной гипотезе [13], добавляется 
зависимость от п,   и от значений оценок параметров формы и масштаба зако-
на  ( , )F x  .  

Для проверки нормальности кроме непараметрических критериев согла-
сия может применяться более трех десятков специальных критериев [26], ори-
ентированных только на проверку принадлежности выборок нормальному за-
кону, в том числе описанных в [27–36]. Часть из этих критериев обладает опре-
деленными преимуществами по сравнению с непараметрическими критериями 
согласия, в частности, выигрывают в мощности относительно определенных 
конкурирующих гипотез. Однако и на распределениях статистик специальных 
критериев нормальности в аналогичных ситуациях сказывается влияние оши-
бок округления [4]. 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

Таким образом, применяя непараметрические критерии согласия для про-
верки гипотезы о принадлежности выборок нормальному закону распределе-
ния, следует учитывать возможное влияние ошибок округления на распреде-
ления статистик критериев. 

Ошибки округления есть всегда. В ситуации, когда     и n  меньше 
некоторого maxn , зависящего от n  и  , влиянием   на распределения стати-
стик можно пренебречь. Но при maxn n  реальные распределения статистик 
отклоняются от асимптотических, использование которых при проверке уве-
личивает вероятности ошибок 1-го рода – отклонения верной гипотезы 0H .  

В условиях соизмеримости   и   отклонение реальных распределений 
статистик от асимптотических (или от имеющих место в отсутствие округле-
ний при зависимости распределений статистик от n ) может проявляться при 
относительно малых объемах выборок. Это подтверждает рассмотренный при-
мер с характеристиками ирисов. А с ростом n  эта проблема только усугубля-
ется.  

С выборками такого рода сталкиваются не только в биологии, зоологии, 
медицине и других науках, где в связи со спецификой измеряемых величин 
ошибки округления   всегда достаточно велики.  

С такого же рода выборками сталкиваются при высокоточных измерениях 
в технических приложениях, когда измерения осуществляются на пределе точ-
ности измерительных систем. Общим и в том и в другом случае является про-
ведение измерений на пределе точности. 



Непараметрические критерии согласия при проверке нормальности… 33 

Не следует считать, что ошибки округления могут изменять свойства 
только критериев согласия. Ошибки округления влияют на распределения ста-
тистик специальных критериев, ориентированных только на проверку нор-
мальности. Под их влиянием изменяются свойства критериев равномерности, 
экспоненциальности и других десятков и сотен критериев, предназначенных 
для проверки различных гипотез.  

Решать обозначенную проблему применения критериев проверки различ-
ных гипотез в условиях влияния ошибок округления можно единственным 
способом: разработать программное обеспечение, позволяющее методами ста-
тистического моделирования исследовать распределения статистик критериев 
(или находить оценки valuep ) в конкретных условиях приложения и при кон-
кретном значении  . Таким примером является система [21], в рамках кото-
рой проведены настоящие исследования. 
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Abstract 

When analyzing measurement series in various applications, the verification of whether 
measurement errors belong to the normal law is considered as a mandatory procedure. For this 
purpose, various special tests for testing hypotheses about normality can be used; non-parametric 
tests of goodness or chi-square tests can be used. 

When using nonparametric goodness-of-fit tests to test normality, it must be taken into 
account that a complex hypothesis is being tested. When testing a complex hypothesis, the dis-
tributions of the statistics of the goodness-of-fit tests differ significantly from the classical ones 
that occur when testing simple hypotheses. 

It is known that the presence of rounding errors can significantly change the distribution 
of test statistics. In such situations, ignoring the fact of influence can lead to incorrect conclusions 
about the results of the normality test. 

In metrology, when carrying out high-precision measurements, as a rule, scientists do not 
even allow thoughts about the possible influence of  rounding errors on the results of statistical 
analysis. This allows the possibility of incorrect conclusions since there is no influence not only 
at small , but at values of  much less than the standard deviation  of the measurement error 
distribution law and sample sizes n not exceeding some maximum values. For sample sizes larger 

                                                      
* Received 17 March 2022. 



36 Б.Ю. ЛЕМЕШКО, С.Б. ЛЕМЕШКО  

than these maximum values, the real distributions of the test statistics deviate from the asymptotic 
ones towards larger statistics values. 

In this work, based on real and well-known data, using statistical modeling methods, we 
demonstrate the dependence of the distributions of statistics of nonparametric goodness-of-fit 
tests when testing normality on the ratio of  and  for specific n. The possibility of correct 
application of the tests under the influence of rounding errors on the conclusions is shown and 
implemented. 

Keywords: normality check, nonparametric goodness-of-fit tests, composite hypothesis, 
distribution of statistics, round-off errors, achieved significance level, error of the 1st kind, error 
of the 2nd kind, simulation 
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