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О ранжировании критериев нормальности 
 

 
Б. Ю. Лемешко, В. А. Юрков 

 
 
Проверка принадлежности выборки нормальному закону одна из наиболее часто 
решаемых задач прикладной математической статистики в приложениях. С этой целью 
можно использовать любой критерий согласия, а также десятки специальных критериев, 
ориентированных только на проверку нормальности. Такой широкий спектр затрудняет 
выбор наиболее предпочтительного критерия. Выбор осложняется и тем, что описание 
каждого критерия сопровождается какими-то положительными характеристиками, 
указывающими на определённые преимущества. В данном случае методами 
статистического моделирования исследованы свойства около 50 критериев, применяемых 
для проверки нормальности. В частности, исследована сходимость распределений 
статистик к асимптотическим распределениям, уточнены таблицы критических значений, 
получены оценки мощности критериев относительно некоторых конкурирующих гипотез. 
Опираясь на результаты проведенных исследований и полученные оценки мощности 
относительно близких конкурирующих гипотез, делается попытка упорядочения 
критериев по предпочтительности применения и предлагаются соответствующие 
результаты. 
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1.  Введение 
 

Проверка принадлежности ошибок измерений нормальному закону распределения во 
многих приложениях теоретического и прикладного характера имеет порой решающее 
значение. Именно поэтому часто возникает потребность убедиться в том, что нет оснований 
для отклонения гипотезы о принадлежности анализируемой выборки нормальному закону 
распределения. В этих целях могут использоваться различные критерии согласия, а также 
целый ряд специальных критериев, ориентированных только на проверку нормальности.  

Имея в наличии целый арсенал критериев, специалисту в конкретной области желательно 
знать, применение каких критериев является предпочтительным. Желательно, чтобы при 
заданной вероятности  ошибки 1-го рода критерий обеспечивал минимальную вероятность 

 ошибки 2-го рода. Другими словами, желательно, чтобы критерий обладал максимальной 
мощностью  относительно рассматриваемых (близких) конкурирующих законов.  

Такие вопросы рассматривались при подготовке руководства [1], в котором анализируется 
наиболее представительное множество критериев нормальности, из упоминаемых в 
отечественной литературе. В настоящее время готовится переработанное издание руководства 
[1], дополненное ещё рядом критериев. В связи с этим методами статистического 
моделирования исследованы свойства и мощность рассматриваемых критериев и проведен 
сравнительный анализ критериев. В настоящей работе приводятся некоторые результаты этого 
анализа и на основании полученных оценок мощности, показанной критериями относительно 
тех же, что и в [1] конкурирующих гипотез, делается попытка проранжировать всё множество 
критериев. 

Как и в [1], в данном случае проверяемой гипотезе  соответствует принадлежность 
наблюдаемой выборки нормальному закону распределения с плотностью 
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.  

В качестве конкурирующих гипотез при исследовании мощности критериев рассмотрена 
принадлежность анализируемой выборки следующим законам: конкурирующая гипотеза  
соответствует обобщённому нормальному закону (семейству распределений) с плотностью 

 

и параметром формы ; гипотеза  – распределению Лапласа с плотностью 

, 

гипотеза  – логистическому распределению с плотностью  

, 

очень близкому к нормальному. 
Исследовалось следующее множество критериев, используемых для проверки 

нормальности: Колмогорова [2], Купера [3], Крамера–Мизеса–Смирнова [1], Ватсона [4, 5], 
Андерсона–Дарлинга [1], Жанга со статистиками , ,  [6, 7],  Хи-квадрат Пирсона [1], 
Никулина–Рао–Робсона [8], Шапиро–Уилка [9], Шапиро-Франциа [10],  Чена–Шапиро [11], 
Ройстона [12], Эппса–Пулли [13], Д`Агостино  [14], Д`Агостино  [15], Фросини [16, 17], 

Гири [18], Дэвида–Хартли–Пирсона [19], Хегази–Грина со статистиками  и  [20],  
Шпигельхальтера [21], Харке–Бера [22, 23],  Вайсберга-Бингема [24], Васичека [25], Корреа 
[26], Ван Эса [27], Эбрахими [28], Заманзаде–Аргами со статистиками  и  [29], 
Гаствирта [30], Гелы–Гаствирта [31], Бонетта–Сейер [32], Десгань–Мишо со статистиками 

,  и  [33, 34], Али–Чорго–Ревеса [35, 36],  Мартинеса–Иглевича [37], Филлибена 
[38], Бонтемпса–Меддахи со статистиками   и  [39],  Жанга [40], Лина–

Мудхолкара [41], Локка–Сперриера со статистиками  и  [42, 43], Оя со статистиками  
и  [44, 45]. 

 
2.  Результаты исследований и ранжирование критериев  

 
В процессе исследований выявлены положительные и отрицательные моменты, связанные 

с применением конкретных критериев. Уточнена сходимость распределений статистик 
некоторых критериев к асимптотическим распределениям статистик при справедливости . 
Уточнены или построены таблицы критических значений для различных объёмов выборок . 
Показано, что ряд критериев при малых объёмах выборок  и малых  не способны различать 
гипотезы  и  (критерии оказываются смещёнными). Этот факт в таблице 1 отмечен 
окрашиванием соответствующих ячеек серым цветом. В работе получены оценки мощности 
всех критериев относительно конкурирующих гипотез ,   и  при различных  

 и различных . Это позволяет отдавать предпочтение тому или иному критерию 
в зависимости от рассматриваемых альтернатив. 

В таблице 1 оценки мощности критериев относительно конкурирующих гипотез ,   
и  представлены только для случая  и , чтобы на основании этой информации 
установить предпочтительность того или иного критерия. В колонках таблицы критерии 
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упорядочены по убыванию мощности относительно соответствующей конкурирующей 
гипотезы. 

 
Таблица 1. Оценки мощности критериев относительно гипотез  ( , ) 

№ Относительно  1-b Относительно  1-b Относительно  1-b 

1 Десгань–Мишо 
 0.451 Шпигельхальтера 0.790 Гелы–Гаствирта  0.378 

2 Корреа 0.441 Гелы–Гаствирта  0.753 Заманзаде–Аргами 
 0.366 

3 Васичека 0.434 Заманзаде–Аргами 
 0.752 Хегази–Грина  0.359 

4 Эбрахими 0.434 Гаствирта 0.731 Харке–Бера  0.349 

5 Д`Агостино  0.428 Хегази–Грина  0.723 
Бонтемпса–
Меддахи  0.349 

6 Оя  0.427 Гири 0.722 Д`Агостино  0.347 

7 Дэвида–Хартли–
Пирсона  0.400 Бонетта–Сейер  0.722 Шпигельхальтера 0.343 

8 Гири 0.394 Десгань–Мишо 
 0.705 

Бонтемпса–
Меддахи  0.342 

9 Бонетта–Сейер  0.394 Десгань–Мишо 
 0.705 Филлибена 0.340 

10 Шапиро–Уилка 0.389 Филлибена 0.699 Шапиро-Франциа  0.333 

11 Гаствирта 0.384 Заманзаде–Аргами 
 0.695 Вайсберга-Бингема  0.333 

12 Чена–Шапиро  0.327 Шапиро-Франциа  0.691 Заманзаде–Аргами 
 0.330 

13 Хи-квадрат Пирсона 0.311 Вайсберга-Бингема  0.691 Десгань–Мишо 
 0.318 

14 Десгань–Мишо 
 0.304 

Бонтемпса–
Меддахи  0.689 Мартинеса–

Иглевича  0.301 

15 Жанга   0.300 Мартинеса–
Иглевича  0.683 Десгань–Мишо 

 0.299 

16 Заманзаде–Аргами 
 0.293 Оя  0.680 Ван Эса 0.298 

17 Ватсона 0.293 Хегази–Грина  0.674 Десгань–Мишо Rn 0.287 

18 Андерсона–
Дарлинга  0.287 Д`Агостино  0.671 Ройстона 0.273 

19 Фросини 0.285 Десгань–Мишо Rn 0.670 Гаствирта 0.273 
20 Али–Чорго–Ревеса  0.281 Ван Эса 0.667 Гири 0.272 
21 Ройстона 0.280 Харке–Бера  0.654 Бонетта–Сейер  0.272 

22 Купера 0.279 
Бонтемпса–
Меддахи  0.653 Жанга   0.272 

23 Эппса–Пулли 0.275 Али–Чорго–Ревеса 0.643 Жанга   0.270 

24 Десгань–Мишо Rn 0.275 Андерсона–
Дарлинга  0.630 Хегази–Грина  0.267 

25 Крамера–Мизеса–
Смирнова  0.269 Ватсона 0.626 Дэвида–Хартли–

Пирсона  0.255 
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26 Мартинеса–
Иглевича  0.252 Эппса–Пулли 0.623 Чена–Шапиро  0.251 

27 Никулина–Рао–
Робсона 0.240 Фросини 0.623 Эппса–Пулли 0.249 

28 Жанга  0.239 Крамера–Мизеса–
Смирнова  0.621 Жанга   0.249 

29 Хегази–Грина  0.218 Ройстона 0.616 Д`Агостино  0.241 

30 
Бонтемпса–
Меддахи  0.216 Купера 0.589 Али–Чорго–Ревеса 0.240 

31 Шпигельхальтера 0.211 Жанга   0.578 Андерсона–
Дарлинга  0.230 

32 Колмогорова 0.208 Чена–Шапиро  0.576 Локка–Сперриера 
 0.222 

33 Жанга   0.186 Жанга   0.569 Оя  0.217 
34 Жанга 0.179 Жанга   0.548 Лина–Мудхолкара 0.216 
35 Д`Агостино  0.164 Колмогорова 0.540 Фросини 0.212 

36 Ван Эса 0.150 Локка–Сперриера 
 0.504 Жанга 0.212 

37 Шапиро-Франциа  0.139 Шапиро–Уилка 0.502 Крамера–Мизеса–
Смирнова  0.209 

38 Вайсберга-Бингема  0.139 Дэвида–Хартли–
Пирсона  0.499 Ватсона 0.204 

39 Филлибена 0.119 Д`Агостино  0.489 Шапиро–Уилка 0.203 

40 Оя  0.105 Никулина–Рао–
Робсона 0.473 Купера 0.192 

41 Заманзаде–Аргами 
 0.086 Хи-квадрат 

Пирсона 0.423 Никулина–Рао–
Робсона 0.188 

42 Локка–Сперриера 
 0.074 Васичека 0.397 Колмогорова 0.181 

43 Харке–Бера  0.071 Эбрахими 0.396 Локка–Сперриера 
 0.168 

44 
Бонтемпса–
Меддахи  0.066 Корреа 0.382 Хи-квадрат 

Пирсона 0.155 

45 Хегази–Грина  0.061 Жанга 0.355 Васичека 0.137 
46 Лина–Мудхолкара 0.056 Лина–Мудхолкара 0.332 Эбрахими 0.136 

47 Гелы–Гаствирта  0.004 Локка–Сперриера 
 0.255 Корреа 0.132 

48 Локка–Сперриера 
 0.000 Оя  0.170 Оя  0.130 

 
В таблице 2 приведены рейтинги критериев по величине мощности, показанной 

относительно конкурирующих гипотез ,  и , приведены также суммы этих 
рейтингов. В таблице критерии упорядочены по сумме рейтингов. Итоговым рейтингом 
критерия можно считать его порядковое место в упорядоченном (по сумме рейтингов, 
показанных критерием относительно гипотез ,  и ) ряду критериев. Этот рейтинг 
характеризует эффективность применения соответствующего критерия в условиях 
альтернатив, близких к ,  и . 
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Таблица 2. Рейтинг критериев нормальности  ( , ) 

№ Критерий Рейтинги относительно 
  S Рейтинг по 

S 
1 Десгань–Мишо  1–9–15 25 1 
2 Гири 8–6–20 34 2–3 
3 Гаствирта 11–4–19 34 2–3 
4 Десгань–Мишо  14–8–13 35 4 
5 Бонетта–Сейер  9–7–21 37 5 
6 Заманзаде–Аргами  16–11–12 39 6–7 
7 Шпигельхальтера 31–1–7 39 6–7 
8 Заманзаде–Аргами  41–3–2 46 8 
9 Гелы–Гаствирта  47–2–1 50 9 
10 Бонтемпса–Меддахи  30–14–8 52 10 
11 Хегази–Грина  45–5–3 53 11 
12 Мартинеса–Иглевича  26–15–14 55 12–13 
13 Оя  6–16–33 55 12–13 
14 Филлибена 39–10–9 58 14 
15 Д`Агостино  35–18–6 59 15–16 
16 Шапиро-Франциа  37–12–10 59 15–16 
17 Десгань–Мишо Rn 24–19–17 60 17 
18 Вайсберга-Бингема  38–13–11 62 18 
19 Ройстона 21–29–18 68 19–20 
20 Харке–Бера  43–21–4 68 19–20 
21 Дэвида–Хартли–Пирсона  7–38–25 70 21–23 
22 Чена–Шапиро  12–32–26 70 21–23 
23 Хегази–Грина  29–17–24 70 21–23 
24 Бонтемпса–Меддахи  44–22–5 71 24 
25 Жанга   15–34–23 72 25–26 
26 Ван Эса 36–20–16 72 25–26 
27 Д`Агостино  5–39–29 73 27–29 
28 Андерсона–Дарлинга  18–24–31 73 27–29 
29 Али-Чорго-Ревеса  20–23–30 73 27–29 
30 Эппса–Пулли 23–26–27 76 30 
31 Ватсона 17–25–38 80 31 
32 Фросини 19–27–35 81 32–33 
33 Жанга   28–31–22 81 32–33 
34 Шапиро–Уилка 10–37–39 86 34 
35 Васичека 3–42–45 90 35–36 
36 Крамера–Мизеса–Смирнова  25–28–37 90 35–36 
37 Купера 22–30–40 92 37 
38 Корреа 2–44–47 93 38–39 
39 Эбрахими 4–43–46 93 38–39 
40 Жанга   33–33–28 94 40 
41 Хи-квадрат Пирсона 13–41–44 98 41 
42 Никулина–Рао–Робсона 27–40–41 108 42 
43 Колмогорова 32–35–42 109 43 
44 Жанга 34–45–36 115 44 

1 3H H- 50n = 0.1a =
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45 Локка–Сперриера  48–36–32 116 45 
46 Лина–Мудхолкара 46–46–34 126 46 
47 Локка–Сперриера  42–47–43 132 47 
48 Оя  40–48–48 136 48 

 
На полученные рейтинги можно ориентироваться в приложениях, отдавая предпочтение 

применению того или иного критерия для проверки гипотезы о принадлежности 
анализируемой выборки нормальному закону. 

 
3.  Заключение 

 
Из представленных результатов исследований можно сделать следующие выводы. 
Во-первых, очевидно, что ряд специальных критериев нормальности имеет явное 

преимущество в мощности по сравнению с используемыми в этих же целях 
непараметрическими и параметрическими критериями согласия.  

Во-вторых, среди специальных критериев есть фавориты, применение которых в 
приложениях наиболее целесообразно. По-видимому, к таким критериям можно отнести те, 
рейтинг которых в таблице 2 не опускается ниже 20. 

В-третьих. К сожалению, достаточно обширна группа критериев, неспособных при малых 
 и малых  отличать от  гипотезы типа . 

И заключительное замечание. Описанные результаты, касающиеся свойств критериев 
проверки гипотез, имеют место в условиях отсутствия влияния ошибок округления на 
распределения статистик критериев. В последнее время нами отмечалась роль ошибок 
округления в изменении свойств статистических критериев [46, 47, 48, 49]. Ошибки 
округления измерений могут как существенно менять распределения статистик критериев 
нормальности, так и отражаться на других свойствах критериев. 
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Checking whether a sample belongs to a normal law is one of the most frequently solved problems 
of applied mathematical statistics in applications. For this purpose, any goodness-of-fit test can be 
used, as well as dozens of special tests focused only on testing normality. Such a wide range makes 
it difficult to choose the most preferred test. The choice is complicated by the fact that information 
about each test is accompanied by some positive characteristics that indicate certain advantages. In 
this case, the methods of statistical simulation investigated the properties of about 50 tests for testing 
normality. In particular, the convergence of distributions of statistics to asymptotic distributions is 
investigated, the tables of critical values are refined, and estimates of the power of tests with respect 
to some competing hypotheses are obtained. Based on the results of the conducted research and the 
obtained estimates of the power of relatively close competing hypotheses, an attempt is made to order 
the tests according to the preference for application and the corresponding results are proposed. 
 
Keywords: hypothesis testing, normality tests, statistical simulating, type 1 error, type 2 error, power 
of test, rating 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 


