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Аннотация – Проведен сравнительный анализ мощности кри-

териев тренда и случайности (Фостера-Стюарта, Кокса-

Стюарта, автокорреляции, Вальда-Вольфовитца, Бартелса). 

Исследованы распределения статистик критериев при различ-

ных объемах выборки и различных вероятностных законах. 
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Вольфовитца, критерий Бартелса. 

I. ВВЕДЕНИЕ 

РИТЕРИИ ТРЕНДА и случайности предназначены 

для проверки гипотез о случайности расположения по-

лученных выборочных данных, т.е. отсутствия взаимосвязи 

между значениями наблюдаемой случайной величины и их 

номерами в выборочной последовательности.  
Наиболее часто критерии тренда находят применение при 

статистическом контроле  и предупредительном регулиро-

вании технологических процессов в промышленности, по-

зволяя заранее статистически обоснованно выявить наме-

чающуюся тенденцию ухудшения качества продукции. Так-

же данная группа критериев имеет большое практическое 

значение для медицины. Наличие тренда в исследуемом ря-

ду данных о заболеваниях является объективным критерием 

оценки надвигающейся эпидемии и темпов ее роста. Коли-

чество возможных ситуаций, в которых выявление тренда 

дает практически полезную информацию, чрезвычайно ве-

лико, и каждый инженер или исследователь повседневно 

встречается с необходимостью использовать критерии трен-

да и случайности в своей работе. 

Следует отметить, что одной из основных предпосылок 

применения многих критериев данного класса является 

предположение о принадлежности анализируемых данных 

нормальному закону. Тем не менее, на практике такое пред-

положение достаточно часто нарушается. Для многих стати-

стических критериев нарушение предположения о нормаль-

ности приводит к существенным изменениям в законе рас-

пределения статистики критерия. Если этому не придавать 

значения и пользоваться стандартными процедурами анали-

за, то можно делать ошибочные выводы. Поэтому исследо-

вателю необходимо обладать достоверной информацией о 

чувствительности распределения статистики критерия и его 

числовых характеристик к виду наблюдаемого закона рас-

пределения. 

II. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 

Цель настоящей работы заключалась в исследовании 

влияния на распределения статистик критериев тренда и 

случайности различной степени отклонения от нормального 

закона и оценка мощности критериев по отношению к неко-

торым альтернативам. В частности, исследовалось, что про-

исходит с распределениями статистик, если закон распреде-

ления наблюдаемых величин асимметричен, с ―тяжелыми‖ 

хвостами, либо представляет собой симметричный закон, в 

различной степени отличающийся от нормального. Исследо-

валась зависимость распределений статистик критериев от 

объема выборки. В основу исследований положена методика 

статистического моделирования распределений статистик. 

В рассматриваемых критериях используется временной 

ряд nxx ,...,1  значений взаимно независимых случайных ве-

личин с математическими ожиданиями n ,...,1  и одинако-

выми (но неизвестными) дисперсиями. Проверяется гипоте-

за о том, что все выборочные значения принадлежат к одной 

генеральной совокупности со средним  : 

 iH :0 , ni ,...,2,1
 

против конкурирующей гипотезы о наличии тренда 

0: 11  iiH  , 1,...,2,1  ni . 

III. ТЕОРИЯ 

Критерий Фостера-Стюарта. Используется для проверки 

отсутствия тренда как средних, так и дисперсий. Статистики 

критерия имеют вид [1]: 
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1il , если 121 ,...,, xxxx iii  , иначе 0il . 

Статистика S  используется для проверки наличия тренда 

в дисперсиях, а статистика d  – для обнаружения тренда в 

средних. Очевидно, что 
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приближенно подчиняются распределению Стьюдента с 

n  степенями свободы. Формулы для f  и l  

4253,3ln2  nl , 8456,0ln2  nf  

применимы при 50n , их значения при 50n  приведены 

в [2]. 

Нулевая гипотеза отсутствия тренда отклоняется с задан-

ным уровнем значимости  , если 
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Вследствие дискретности распределения статистики кри-

терия даже при больших объемах выборки ( 200,100n ) 

существенно отличаются от распределения Стьюдента с 

n  степенями свободы (см. Рис.1).  

 
Рис. 1. Распределение статистики критерия Фостера-Стюарта для обнару-

жения тренда в средних при n=200 и распределение Стьюдента с числом 

степеней свободы, равном 200  

Критерий Кокса-Стюарта. Критерий используется для 

проверки наличия тренда среднего и дисперсии в последова-

тельности наблюдений. В критерии проверки отсутствия 

тренда в средних в выборке объема n  используется стати-

стика [3] 
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1, jih , если ji xx  , и 0, jih , если ji xx   ( ji  ).

 

Нормализованная статистика имеет вид 
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u  – квантиль стандартного нор-

мального распределения, проверяемая гипотеза об отсутст-

вии тренда отклоняется. 

Критерий для проверки гипотезы о тренде дисперсии в 

выборке строится следующим образом. Выборка nxx ,...,1  

разбивается на kn /  подвыборок kxx ,...,1 ; kk xx 21,..., ;  

kk xx 312 ,..., ; ...;  nkn xx ,...,1  (если n  не делится на k , от-

брасывается необходимое число наблюдений в центре). Для 

каждой i -й подвыборки находится размах  iw  )1( ri   

( 









k

n
r ). Далее последовательность размахов iw проверя-

ется на наличие тренда критерием со статистикой  . В [2] 

рекомендуется выбирать k  из следующих соотношений: 

590  kn ; 49064  kn ; 

36448  kn ; 248  kn . 

Распределение статистики при малых n  является дискрет-

ным, но быстро стремится к непрерывному (см. Рис.2). 

 
Рис. 2. Сходимость распределения статистики критерия Кокса-Стюарта для 

обнаружения тренда в средних к стандартному нормальному закону 

В настоящей работе критерии Фостера-Стюарта и Кокса-

Стюарта рассматриваются только для обнаружения тренда в 

средних. 

Критерий автокорреляции. Если выборка значений  

случайна, то значение каждого ее элемента не должно зави-

сеть от величины предшествующего и последующего чле-

нов. Для проверки этой независимости используется стати-

стика [4] 
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являющаяся коэффициентом корреляции первого порядка 

между элементами первичной выборки ( nxx ,...,1 ) и элемен-

тами выборки, полученной из нее сдвигом на одну единицу  

( 132 ,,...,, xxxx n ). Величину nr ,1  можно считать распреде-

ленной асимптотически нормально со средним )( ,1 nrM  и 

дисперсией )( ,1 nrD , где 
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Поэтому в качестве критерия случайности может рассмат-

риваться нормализованная статистика 
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Результаты моделирования показали, что при 10n   

распределение статистики достаточно хорошо согласуется 

со стандартным нормальным законом.  

Критерий Вальда-Вольфовитца. Пусть iR  – ранг на-

блюдения ix  в упорядоченном по возрастанию ряду значе-

ний nxxx ,...,, 21 . Коэффициент сериальной корреляции 

Вальда-Вольфовитца имеет вид [5]: 
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Результаты моделирования показали, что распределение 

статистики критерия смещено по отношению к предельному,  

и близость к стандартному нормальному закону достигается 

лишь при больших объемах выборок  (см. Рис.3). 

 
Рис.3. Сходимость распределения статистики критерия Вальда-

Вольфовитца к стандартному нормальному закону 

Критерий Бартелса. Пусть iR  – ранг i -го наблюдения в 

последовательности n  наблюдений ix . Бартелсом [6] был 

предложен ранговый критерий случайности ряда, основан-

ный на статистике  
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ся. 

Распределение статистики достаточно быстро сходится к 

стандартному нормальному (см. Рис.4). 

 
Рис.4. Сходимость распределения статистики критерия Бартелса к стан-

дартному нормальному закону 

IV. РЕЗУЛЬТАТЫ МОДЕЛИРОВАНИЯ 

A. Исследование распределений статистик в 

случае нарушения предположения о         

нормальности 

Критерий автокорреляции относится к параметрическим 

критериям, в этой связи были проведены исследования рас-

пределений статистики критерия в случае принадлежности 

наблюдений различным законам, в том числе семейству с 

плотностью 
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и параметрами формы 3 0,2; 0,5; 1; 1,5; 2; 4; 8. В частно-

сти, при 23   выражение (1) дает плотность нормального 

закона распределения. На рисунке 5 представлены получен-

ные в результате моделирования распределения статистики 

критерия автокорреляции в случае принадлежности наблю-

дений законам распределения семейства (1) при различных 

параметрах формы: вид закона менялся от близкого к рас-

пределению Коши, до близкого к равномерному закону.  

Как следует из представленной на рисунке 5 картины, в 

случае принадлежности n ,...,1  достаточно широкому кру-

гу законов распределение статистики критерия автокорреля-

ции существенно не отличается от распределения, имеюще-

го место в случае принадлежности наблюдений нормально-

му закону. Если закон, которому принадлежат наблюдаемые 

величины, симметричен и с не слишком тяжелыми хвоста-

ми, то распределение статистики не отличается значимо от 

―классического‖. 

При сильной асимметричности закона наблюдаемых слу-

чайных величин (например, в случае показательного закона) 



распределение статистики становится отличным от ―класси-

ческого‖. В то же время, асимметричность закона влияет на 

распределение статистики менее значимо, чем ―тяжесть‖ 

хвостов. В случае принадлежности n ,...,1  асимметричным 

законам экстремальных значений (минимального или мак-

симального) распределения статистики практически не от-

личаются от ―классического‖. 
Отметим, что влияние закона наблюдаемых случайных ве-

личин на распределение статистики критерия автокорреля-

ции такое же, как для критериев, связанных с проверкой ги-

потез о парной корреляции [7].  

 
Рис. 5. Распределения статистики критерия автокорреляции в зависимости 

от параметра формы семейства (1) при n=25 

B. Сравнительный анализ мощности  

критериев 

О преимуществах того или иного критерия при заданной 

вероятности ошибки 1-го рода   (отклонить верную гипо-

тезу 0H ) можно судить по величине мощности 1 , где 

  – вероятность ошибки 2-го рода (не отклонить гипотезу 

0H  при справедливости конкурирующей гипотезы 1H ). 

Пусть проверяемой гипотезе 0H соответствует выполнение 

предположения о независимости наблюдаемых величин 

n ,...,1 . Без потери общности можно рассматривать 

n ,...,1 , принадлежащие стандартному нормальному зако-

ну. В качестве конкурирующих гипотез рассматривались 

различные ситуации при наличии тренда.  

В случае линейного тренда моделировались случайные ве-

личины 

ii tax  ,                                 (2) 

относительно которых проверялась гипотеза 0H . В (2) 

i  представляют собой независимые случайные величины, 

распределѐнные по стандартному нормальному закону, 

 1,0t . 

Величины ix  (2) вычислялись в соответствии с выражени-

ем  

ii tiax   )1( ,                            (3) 

где шаг t  определялся как 
n

t 1   в зависимости от объ-

ема выборки n . Псевдослучайные величины i  генерирова-

лись в соответствии со стандартным нормальным законом.  

На рисунке 6 для уровня значимости 05,0  приведены 

значения мощности 1  рассматриваемых в данной работе 

критериев тренда и случайности относительно конкури-

рующих гипотез 1H  ( 5,0a ) и 2H  ( 4a ) с линейным 

трендом (3) в зависимости от объема выборки n . Сравни-

тельный анализ мощности критериев показал, что критерий 

Фостера-Стюарта значительно уступает критериям Кокса-

Стюарта, автокорреляции, Вальда-Вольфовитца и Бартелса. 

В некоторой степени это может объясняться сильной дис-

кретностью распределения его статистики.   

 
Рис.6. Мощности критериев тренда и случайности относительно конкури-

рующих гипотез с линейным трендом 

Аналогичные исследования мощности критериев тренда и 

случайности были проведены относительно конкурирующих 

гипотез с периодическим трендом вида 

ii tax   )2sin( ,                             (4) 

где, как и в предыдущем случае, i  – независимые случай-

ные величины, распределѐнные по стандартному нормаль-

ному закону,  1,0t , 
n

t 1 , а величины ix  вычисля-

лись в соответствии с (4) как 

ii tiax   ))1(2sin( . 

Также была исследована мощность критерия относительно 

альтернатив со смешанным трендом вида 

ii tatax   )2sin( . 

Сравнительный анализ мощности относительно конкури-

рующих гипотез с периодическим и смешанным трендом 

показал, что критерий Фостера-Стюарта значительно усту-

пает остальным рассматриваемым критериям. Критерии ав-

токорреляции, Вальда-Вольфовитца и Бартелса близки по 

мощности.  

V. ОБСУЖДЕНИЕ РЕЗУЛЬТАТОВ 

Полученные оценки мощности критериев позволяют су-

дить об их способности обнаруживать наличие линейного и 

нелинейного тренда. Сравнительный анализ мощности кри-

териев показал, что при проверке гипотезы об отсутствии 

тренда следует отдать предпочтение критериям Бартелса, 

Вальда-Вольфовитца и автокорреляции. При проверке на 

линейный тренд можно рекомендовать применение критерия 

Кокса-Стюарта. Критерий Фостера-Стюарта показал наи-

меньшую мощность во всех случаях. 

VI. ВЫВОДЫ И ЗАКЛЮЧЕНИЕ 



Проведено исследование распределений статистик крите-

риев тренда и случайности в зависимости от объема выбор-

ки. 

Для параметрического критерия автокорреляции показано, 

что применение критерия будет корректным, даже если мы 

имеем дело с законом, отличающимся от нормального. Од-

нако закон должен быть симметричен и не должен иметь 

―тяжелых‖ хвостов.  

Проведен сравнительный анализ мощности критериев, да-

ны рекомендации по их применению. 
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