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1 Глава 1. Введение в функциональные языки (Haskell)

1.1 Общие соображения

Haskell – чистый функциональный язык.

Функциональные языки основываются на тех же идеях, что и λ-исчисление. Точнее, в их основе лежит λ-исчисление и родственные ему теории, такие как комбинаторная логика. Различные версии λ-исчисления могут содержать следующие сущности: константы (константы данных и функциональные константы), переменные, λ-абстракции (т.е. функции), типы и выражения (термы) состоящие из перечисленных сущностей. Единственная операция λ-исчисления – применение функции к аргументу. Вычисление значения применения функции состоит в последовательности редукций, приводящей выражение к нормальной форме.

Другими словами, функция представлена, как алгебраическая формула с переменными. Подставив вместо переменных конкретные значения, путем преобразований можно получить значение этой формулы. Заметим, что это самое значение никак не изменяется в процессе преобразований. Оно определено и единственно с того самого момента, как вместо всех переменных были подставлены конкретные значения. «Вычисление» изменяет только форму выражения, но не его значение.

А это значит, что для такого вычисления не может существовать никаких побочных эффектов, в том числе,  и присваивания (как главного побочного эффекта всех традиционных языков программирования)! Выражение всегда значит только то, что оно значит, либо его значние неопределенно. Это радикально упрощает семантику и открывает дорогу целому спектру новых возможностей. В самом деле, запись вида

 х = х + 1
является более чем странной. Для того, чтобы ее можно было понять, недостаточно просто иметь представление об арифметических действиях и правилах вычислений. Нужно знать и понимать, что левая и правая части этого выражения существуют в разное время. Либо считать, что х слева и х справа вообще разные сущности. В знакомом для любого программиста варианте противоречие разрешается тем, что х считается не обозначением какого-то значения, а именем области памяти, в которую значения могут записываться. В одной и той же области памяти в разное время могут быть записаны разные значения. Таким образом, кроме собственно логики задачи появляется еще логика состояний вычислительной системы, которая чаще всего никак не связана с задачей, но которую необходимо постоянно учитывать. Значительную часть ошибок при программировании на традиционных языках составляют именно ошибки в этой логике работы вычислительной системы.

Отсутствие побочных эффектов в контексте функционального программирования называется функциональностью или прозрачностью по ссылкам. Чистый функциональный язык обязан удовлетворять этим требованиям. Есть языки, называемые функциональными, которые допускают побочные эффекты. Они не являются чистыми.

1.2  Выражения и типы

Все сущности, используемые в Haskell'e поделены на два больших класса: типы и сущности «первого порядка (класса)». Они никогда не смешиваются. Типовые выражения обозначают типы, т.е. типы являются их значением. Значение обычных выражений – это константа или функция. Такие значения (величины) могут быть аргументами функций, результирующими значениями функций, могут включаться в структуры данных. В этом смысле в функциональных языках нет различий между функциями и данными.

Каждое значение, а стало быть, и выражение, имеют свой тип. Сопоставление значению типа называется типизацией или присваиванием типа. Общие правила типизации аналогичны таковым для типизированного λ-исчисления. В Haskell'e операция типизация обозначается через “::” (двойное двоеточие):
5 :: Int

'а' :: Char

3.5 :: Float

('b',3):: (Char, Int)

To же самое верно и для функций, которым соответствуют функциональные типы:

Inc :: Int -> Int

Приведенные примеры являются также примерами деклараций или объявлений языка Haskell.
Haskell использует строгую статическую типизацию. Это значит, что тип задается один раз при объявлении и больше не меняется. Соответственно, каждое выражение имеет свой статический тип и все выражения обязаны иметь тип. Система типов Haskell’а является достаточно развитой и будет рассмотрена в дальнейшем.

Процесс преобразований выражений будет записываться так:

е1 => е2        
3+2 => 5 

Это обозначение не является частью языка Haskell!
1.3 λ-абстракции в Haskell'e 
Haskell позволяет записывать λ-выражения в точности так же, как это делается в λ-исчислении:

	λх.Е(х)        

λх.3+х         

λху.х+у  ≡  λх.λу.х+у   
	\х -> Е(х)

\х -> 3+х

\ху -> х+у  ≡  \х -> \у -> х+у  


Соответствующие выражения имеют в точности одинаковую семантику. Они являются безымянными функциями. 

1.4  Функции 
Перейдем к рассмотрению способов представления функций в Haskell'e. Поскольку функциональное программирование – это «программирование с помощью функций», неудивительно, что в функциональном языке функциям уделяется пристальное внимание. Это приводит к многообразию способов представления и использования функций.
1.4.1 Общие положения

Функции в Haskell'e задаются с помощью равенств. Каждая функция определяется одним или несколькими равенствами. Это так же пример декларации.

num 1 = "one"

num 2 = "two"

Слева стоит имя функции и имена параметров функции. Справа - выражение, которое является значением функции и состоит из функций, констант и имен параметров из левой части.

Знак равенства понимается так: 
ЛЧ =β ПЧ

левая часть редуцируется (за один шаг) к правой части. Это действительно равенство: обе части обозначают одну и ту же величину.

Пример функции, увеличивающей число на единицу:
inc :: Int -> Int

inc n = n+1

Пример функции, складывающей два числа:
add :: Int -> Int -> Int

add a b = a + b          

В Haskell'e возможны различные способы записи функций, которые разбираются далее.

1.4.2 Типы функций

Функциональные типы в Haskell'e в своем базовом виде соответствуют таковым в типизированном λ-исчислении. Мы можем либо указать конкретный тип аргумента (например, Int), либо оставить тип произвольным. Для того, чтобы тип был произвольным, нужно использовать в качестве его имени имя, не соответствующее ни одному конкретному типу. Чаще всего в этих случаях используются просто одиночные буквы (для краткости). Например, тип функции, вычисляющей длину чего-нибудь, можно обозначить как


len :: a -> Int 

Эта функция принимает аргумент произвольного типа (обозначенного через a) и возвращает результат типа Int. Важно отметить, что за этим самым a может скрываться все, что угодно. Скажем, некий функциональный тип. Это не вполне корректно. Вообще говоря, не любой объект обязан иметь длину. Например, совершенно непонятно, как вычислить длину функции. В таких случаях желательно иметь возможность накладывать ограничения на тип аргумента, оставляя его, в то же время, достаточно общим. Для этого в Haskell'e существует специальная конструкция, которую мы разберем, когда будем рассматривать систему типов Haskell'а.
Операция образования функционального типа -> правоассоциативна:


a->b->c->d ≡ a->(b->(c->d))
Последний элемент в типовом выражении соответствует результату функции, а все остальные элементы – аргументам функции. Так, тип

a->(a->b)->(d->d->e)->(a->e)
читается следующим образом. Функция имеет три аргумента: 

1-й аргумент имеет тип a
2-й аргумент имеет тип (a->b)

3-й аргумент имеет тип (d->d->e)
результат функции имеет тип (a->e)
Самый общий тип функции (т.е. такой функциональный тип, который будет соответствовать любой функции) можно выразить как:


a -> b  или  c -> d  или  alpha -> beta  или  type_1 -> type_2

Любое из этих выражений эквивалентно остальным с точки зрения определяемого типа. Любой другой функциональный тип совместим с таким типом:


p -> p, 

можно положить a = p, b = p

t1 -> t2 -> (t3 -> (t4 -> t5) -> t5)

можно положить a = t1 -> t2, b =  (t3 -> (t4 -> t5) -> t5)
Хотя Haskell использует строгую статическую типизацию, типы функций указывать не обязательно. Haskell имеет встроенную систему автоматического вывода типов. В большинстве ситуаций, когда типы не слишком сложны, эта система способна правильно вывести тип выражения. Тем не менее, хорошим стилем программирования считается всегда указывать типы функций, за исключением разве что самых очевидных случаев. Такой подход значительно повышает надежность и наглядность программ. Дополнительная спецификация позволяет системе вывода типов проверить корректность использования функций: если указанный автором программы тип не совпадает с выведенным, то это ошибка и генерируется соответствующее сообщение об ошибке. Например, вызвав функцию add с символьным аргументом 'q', получим сообщение об ошибке типов:
Main> add 12 'q'

ERROR - Type error in application

*** Expression     : add 12 'q'

*** Term           : 'q'

*** Type           : Char

*** Does not match : Int

Выданная информация достаточно ясна и исчерпывающа:

· Произошла ошибка типа - "Type error"
· Ошибка имела место в выражении add 12 'q'
· Более конкретно, проблема в терме (выражении) 'q'
· Ошибка заключается в том, что реальный тип выражения 'q' – это Char
· И этот тип не соотвествует (Does not match) требуемому типу Int
Если убрать из определения функции информацию о ее типе (строку add :: Int->Int->Int), то сообщение об ошибке уже не будет столь ясным:
Main> add 12 'q'

ERROR - Illegal Haskell 98 class constraint in inferred type

*** Expression : add 12 'q'

*** Type       : Num Char => Char

Детали такого рода сообщений будут разобраны позже, при рассмотрении системы типов Haskell'а. Сейчас, для понимания причины возникновения подобных сообщений об ошибках, важно обратить внимание на следующее:

· Ошибка связана с типом: "inferred type" – это выводимый тип;

· Ошибка относится к выражению add 12 'q';
· Что-то не в порядке с типом Char.
Вообще, выражение вида 

Num Char => Char
означает, что производится попытка наложить ограничение (constraint) Num (общего числового типа) на тип Char, что, конечно, не может быть успешным.

Такого же рода сообщение будет получено, если мы используем в качестве аргумента вещественное число, а типы функции обозначим как целые:

Main> add 12 0.1

ERROR - Illegal Haskell 98 class constraint in inferred type

*** Expression : add 12 0.1

*** Type       : Fractional Int => Int

1.4.3 Карринг и кортежи (tuples)

Наиболее привычный вид представления функции от n аргументов таков:

func(x1,…,xn)
т.е. сначала идет имя функции, а затем в скобках через запятую список аргументов. Для функции add это будет выглядеть как
add(a,b) 
Подобную запись аргументов часто называют кортежами. Можно сказать, что мы имеет не список из n аргументов, а кортеж из n аргументов. Особой разницы здесь нет, за исключением того, что список аргументов обычно воспринимается не как одно целое, а просто как набор. Обычно не придет в голову произвести над спиком аргументов операцию по «изъятию» какого-нибудь i-го аргумента, хотя технически это вполне естественно. Кортеж, напротив, воспринимается именно как единая структура, из которой отдельные аргументы можно извлекать. В Haskell'e даже предусмотрены соответствующия станддартные функции для двухэлементных кортежей:
fst            :: (a,b) -> a

fst (x,_)       = x

snd            :: (a,b) -> b

snd (_,y)       = y

Эти функции яасто называют функциями проекции или проекторами. Они как бы проектируют всеь кортеж на один из аргументов.
Таким образом, функция, в некоторм роде, всегда имеет один аргумент – «кортеж из n аргументов». В Haskell'e принято как раз такое представление. Например, функция add имеет в качестве аргумента двухэлементный кортеж и поэтому ее тип можно записать как


add::(Int,Int)->Int
Каждый раз в Haskell'e, когда мы встречаем выражение вида 


(Е1, …, Еn)

это кортеж.
Рассуждения о кортежах могут показаться достаточно пространными, но как мы увидим в дальнейшем, в некоторых ситуациях такое представление оказывается очень удобным.

Рассмотренная выше запись, может быть изменена двумя способами. Во-первых, можно перейти от кортежей к карринговому представлению.  Во-вторых, для функции двух аргументов часто удобнее записывать ее между аргументами (инфиксная форма), а не перед ними (префиксная форма).
Рассмотрим представление функций с использованием карринга.
Наша функция add примет вид

add a b = a + b
Здесь add - это функция одного аргумента! Её значением является теперь функция (также от одного аргумента):

\b -> a + b

Другими словами, ситуация здесь аналогична ситуации с λ-выражениями. Функции add a b соотвествует λ-абстракция
\а b —> а + b

или, что то же самое
\a -> \b -> a + b   

Применяя эту λ-абстракцию к аргументу, получим
(\a -> \b -> a + b) 3 => \b -> 3 + b
т.е. функцию от аргумента b. Подставив еще один аргумент, получим окончательный результат:

(\b -> 3 + b) 4 => 3+4 = 7

Точно так же ведут себя и карринговые функции:


add 3 4 ≡ (add 3) 4
add 3 является по сути просто именованой абстракцией вида \b -> 3 + b
Таким образом, в Haskell'e  add 3 - вполне законное выражение. Выражения подобного рода, когда функция применяется к меньшему количеству аргументов, чем она требует, называются частичным применением. Это один из способов порождать новые функции. Определенная таким образом функция является совершенно полноценной, ничем не отличается от всех остальных функций и может использоваться везде, где используются функции, определенные обычным способом.

Как правило, все функции в Haskell'e представляются именно в карринговом виде. Для перехода от каррингового представления функции к представлению с помощью кортежей и обратно существуют две стандартные функции: 
curry          :: ((a,b) -> c) -> (a -> b -> c)

curry f x y     = f (x,y)

uncurry        :: (a -> b -> c) -> ((a,b) -> c)

uncurry f p     = f (fst p) (snd p)
Они, правда, работают только с функциями двух аргументов. Но именно для функций двух аргументов обычно и возникает необходимость в таких преобразованиях.

Пусть мы, например, имеем функцию add, представленную с помощь кортежа:

add1 :: (Int,Int) -> Int

add1(a,b) = a + b          

Тогда мы можем написать


(uncurry add1) 3 4 

и это будет корректным выражением, поскольку (uncurry add1) будет иметь тип


Int->Int->Int

И наоборот, имея карринговое представление add
add2 :: Int -> Int -> Int

add2 a b = a + b          

можно записать


(curry add2)(3,4)
и это также будет корректным выражением, поскольку (curry add2) будет иметь тип


(Int,Int)->Int

1.4.4 Префиксная и инфиксная запись 
До сих пор мы записывали функции в префиксной форме, когда имя функции находится перед ее аргументами. Обычно такой способ выглядит наиболее естественным. Но для ряда функций, из которых в первую очередь выделяются операции (арифметические, сравнения, логические и другие), естественнее оказывается инфиксная запись, когда имя функции располагается между аргументами. Для нас намного привычнее запись

x + у       а  не  + x y
В Haskell'e возможны оба варианта. Для любой обычной префиксной функции f a b можем использовать запись 
а `f` b 

(` – это обратная кавычка, а не апостроф; на большинстве клавиатур она находится в левом верхнем углу под Esc) и тем самым пользоваться ей как инфиксной. Никаких смысловых различий при этом не возникает, это только форма записи.
Если мы хотим, чтобы функция по умолчанию была инфиксной, то ее нужно объявить как инфиксный оператор. Для объявления инфиксного оператора используются скобки:
(+)::Int->Int->Int 
а + b = add a b

Это, конечно же, псевдокод. Реально оператор сложения объявлен несколько по-другому.

Для инфиксных операторов может быть задан приоритет, а также право- или левоассоцитивность, либо отсутствие таковой. Для этого используется декларация infix. Вот, например, декларации всех стандартных инфиксных операторов Haskell'а:
infixr 9  .

infixl 9  !!

infixr 8  ^, ^^, **

infixl 7  *, /, `quot`, `rem`, `div`, `mod`, :%, %

infixl 6  +, -

--infixr 5  :    -- this fixity declaration is hard-wired into Hugs

infixr 5  ++

infix  4  ==, /=, <, <=, >=, >, `elem`, `notElem`

infixr 3  &&

infixr 2  ||

infixl 1  >>, >>=

infixr 1  =<<

infixr 0  $, $!, `seq`

Буквы r и l после infix означают, соответственно правую и левую ассоциативность операции, а infix без дополнительных букв – отсутствие у операции свойства ассоциативности. Следующая далее цифра указывает приоритет операции. Чем она больше, тем выше приоритет. 

Применение функции имеет более высокий приоритет, чем любой инфиксный оператор, т.е.:

add 2 3 + 4 ≡  (add 2 3) + 4 

4 + add 2 3 ≡  4 + (add 2 3) 
add 2 + 3 4 ≡  (add 2 +) 3 4 

Последнее являтся ошибкой и интерпретатор Haskell'а отреагирует соответствубщим образом: 
ERROR - Illegal Haskell 98 class constraint in inferred type

*** Expression : add 2 + fromInt 3 4

*** Type       : (Num (a -> Int -> Int), Num a, Num (Int -> Int)) => Int -> Int

Это уже знакомое сообщение об ошибке типа. В данном случае причиной являются пропущенные скобки вокруг a + b и в результате вместо одного из аргументов функции возникло недопустимое для нее выражение.  Правильная запись будет

add (2 + 3) 4 ≡  ((add 2 + 3)) 4 

С записью частичного применения инфиксных операторов связана еще одна особенность: для этого используются так называемые секции. Несмотря на специальное название, они не содержат в себе ничего специфического – единственное отличие состоит в том, что частичное применение записывается в скобках:
(х+) ≡ \у->х+у 
(+у) ≡ \х->х+у 
(+) ≡ \ху-> х+у 
add = (+) 
inc = (+ 1)
1.5 Переменные

Понятие переменной в большинстве современных функциональных языков достаточно близко к понятию переменной в типизированном λ-исчислении.
Определения функций всегда являются замкнутыми выражениями, т.е. не содержат свободных переменных. Это верно для функций, определяемых любым способом. Поэтому единственные переменные, встречающиеся в функциональной программе - это аргументы функций (соответствующие связанным переменным λ-абстракций). Для двух функций не может существовать разделяемой переменной, кроме как переданной явно через параметр. В этом отличие от объектных языков, где класс может содержать разделяемые переменные. Учитывая карринговость функций и существование частичных применений, такая передача параметра может быть не очень наглядна, но она всегда осуществляется явно и одним и тем же способом.
Например, пусть у нас есть две функции
fun x y  = x+y

fun2 a b = a*b

Теперь выразим через имеющиеся функции новую функцию plus10
plus10 = fun (fun2 (2 + 3) 2) 
Первым аргументом fun будет 10, поскольку 

fun2 (2 + 3) 2 => fun2 5 2 => 5*2 => 10

Второго аргумента для fun в этом выражении нет, т.е. мы имеем частичное применение и получаем новую функцию от одного аргумента:
plus10 = \x -> 10 + x
Поэтому, когда plus10 получает аргумент, она просто прибаляет к нему 10:

plus10 1 => 11

Сказанное относительно переменных, совершенно не относится к константам! Константы вполне могут быть глобальными относительно программы. Констаната в Haskell'e – это просто имя, которому сопоставлено какое-то значение. Нет никакой разницы, является это значение данными (например, целым числом) или функцией (как наша функция plus10).
Типы переменных задаются как типы аргументов функции. Другими словами, для указания типа переменных ничего, кроме указания типа функции не требуется.
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1.6 Рекурсия 

Один из основных способов организации вычислений в функциональном программировании – использование рекурсии. Хотя для большинства программистов, привыкших к использованию традиционных императивных языков программирования (типа C, C++, Pascal, BASIC) рекурсия – не самый привычный способ организовывать вычисления, для подавляющего большинства задач она достаточно удобна.


Рассмотрим простейший пример – задачу вычисления факториала. Приведем два типичных варианта ее решения: на С и на Haskell'e.
	int fact (int n) {

  int i, mult = 1;

  for(i=l; i<=n; i++) 

     mult = i * mult;

  return mult;

}
программа на С 


	fact :: Int -> Int 

fact 1 = 1

fact n = n * fact (n-l)

программа на Haskell'e


Программа на Haskell'e несколько короче, но значительно важнее то, что она имеет несравенно более ясный смысл. Фактически, это просто определение или спецификация того, что такое факториал. В этом определении не содержится никаких элементов, выходящих за рамки самой задачи. Напротив, в программе на С конструкция цикла и меняющаяся переменная цикла не связаны непосредственно с логикой задачи. Если необходимо доказать корректность программы, доказать, что она вычисляет именно факториал, то для варианта, написанного на С, сделать это на порядок сложнее. Вариант же на Haskell'e практически не требует доказательства. Программа является своей спецификацией. Это верно и в формальном смысле. Многие доказательства и преобразования функциональных программ могут производиться автоматически. Не последнню роль в обеспечениитаких возможностей играет рекурсия.
Среди базовых возможностей чистых функциональных языков нет циклических конструкций. Вместо этого используется рекурсия.

Рекурсивная функция - это функция, вызывающая сама себя. При этом важно, чтобы новый вызов был связан с решением более простой задачи, иначе рекурсия никогда не закончится. Имеется ввиду, что аргументы функции должны каждый раз изменяться так, чтобы в конце концов свестись к некоторому базовому случаю. Базовым случаем для рекурсивной функции является нерекурсивное правило, соответствующее простейшему варианту ее аргумента. 

Для нашей программы вычисления факториала мы начинаем с аргумента, равного n. При следующем рекурсивном вызове функции аргументом будет n-1, затем n-2 и так далее, пока аргумент не станет равным 1. Тогда будет использовано первое правило (fact 1 = 1) – базовый случай, и на этом рекурсивные вызовы закончатся. Таким образом, вычисление fact n сводится к цепочке редукций:

fact n => 

n * fact (n-1) => 

n * (n-1) * fact ((n-1)-1) => 

… => 

n * (n-1) * ((n-1)-1) * … * fact 1 =>

n * (n-1) * ((n-1)-1) * … * 1 ≡ n * (n-1) * (n-2) * … * 1

или, для кокретного числа:


fact 4 => 

4 * fact 3 => 4 * 3 * fact 3 => 4 * 3 * 2 * fact 1 =>

4 * 3 * 2 * 1 => 24
При рекурсивном программировании в ФЯ всегда должна производиться декомпозиция задачи на подзадачи и выделение базового случая.

Важно то, что рекурсивные определения связаны только со структурой самой задачи. Никакие особенности архитектуры компьютера никак не влияют на запись решения. Нет необходимости думать о том, как программа будет выполняться на компьютере; отсутствует всякое упоминание об изменяемом состоянии программы или о последовательности выполнения инструкций. Функциональное решение является фактически формулировкой самой задачи, спецификацией того, что нужно сделать, вместо последовательности инструкций, описывающих как это сделать.
Заметим, что в общем случае рекурсивные функции мощнее циклических конструкций и совпадают со всем классом вычисленных функций, а не только примитивно рекурсивных. Рассмотрим пример функции, не являющейся примитивно рекурсивной
times x 0 = 0

times х у = х + times х (у - 1 )

expn 0 х у = times х у

eхрn n х 0 = 1

expn n х у = ехрn (n-1) х (ехрn n х (у-1))

если первый аргумент  expn равен 0, то эта функция эквивалента произведению второго и третьего аргументов. Если первый аргумент равен 1, то получаем:

expn 1 х у => ехрn 0 х (ехрn 1 х (у-1)) => times х (ехрn 1 х (у-1)) =>
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т.е. функция эквивалентна xy. При первом аргументе, равном 2, получим функцию, которая так же будет соотносится с возведением в степень, как возведение в степень соотносится с умножением. И так далее.


Хотя вычисления в Haskell'e осуществляются нормальным порядком, следует учитывать, что многие функции в Haskell'e строгие, поскольку сопоставление с образцом требует обязательного анализа аргументов. (Детали этих механизмов разобраны в следующих разделах.) expn требует обязательного вычисления первого и третьего аргументов, что приводит к отличию от нормального порядка в чистом виде. Проиллюстрируем это  на примере вычисления expn (жирным шрифтом выделены редексы).
expn 2 2 3 => 

expn 1 2 (expn 2 2 2) => 
expn 1 2 (expn 1 2 (expn 2 2 1)) => 
expn 1 2 (expn 1 2 (expn 1 2 (expn 1 2 0))) => 
expn 1 2 (expn 1 2 (expn 1 2 1)) => 
expn 1 2 (expn 1 2 (expn 0 2 (expn 1 2 0))) => 
expn 1 2 (expn 1 2 (times 2 (expn 0 2 1))) => 
expn 1 2 (expn 1 2 (times 2 1)) => 
expn 1 2 (expn 1 2 2) => 
expn 1 2 (expn 0 2 (expn 1 2 1)) => 
expn 1 2 (times 2 (expn 1 2 1)) => 
expn 1 2 (times 2 (expn 0 2 (expn 1 2 0))) => 
expn 1 2 (times 2 (times 2 (expn 1 2 0))) => 
expn 1 2 (times 2 (times 2 1)) => 
expn 1 2 (times 2 2)) => 
expn 1 2 4 => 
expn 0 2 (expn 1 2 3) => 
times 2 (expn 1 2 3) =>

times 2 (expn 0 2 (expn 1 2 2)) =>

times 2 (times 2 (expn 1 2 2)) =>

times 2 (times 2 (expn 0 2 (expn 1 2 1))) =>

times 2 (times 2 (times 2 (expn 1 2 1))) =>

times 2 (times 2 (times 2 (expn 0 2 (expn 1 2 0)))) =>

times 2 (times 2 (times 2 (times 2 (expn 1 2 0)))) =>

times 2 (times 2 (times 2 (times 2 1))) =>

times 2 (times 2 (times 2 2)) =>

times 2 (times 2 4)) =>

times 2 8 =>

16
1.7 Сопоставление с образцом

На примере функций times и ехрn и других уже рассмотренных нами функций можно продемонстрировать  один из важных аспектов Haskell'a - сопоставление с образцом. Уже отмечалоь, что функции в Haskell'е задаются набором равенств. Иметь более одного равенства для функции есть смысл только тогда, когда правая часть этих равенств изменятся в зависимости от значений аргументов функции в левой части. Именно различные ограничения на вид аргументов и позволяют определить, какое из правил должно быть выбрано. Подобные ограничения на вид аргументов как раз и называются «образцами». 
Использование образцов достаточно удобно и естественно. В большинстве случаев использование образцов позволяет получить значительно ясную и простую запись, чем анализ значение аргументов с помощью условных операторов.
Вернемся к функциям times и ехрn.

times x 0 = 0

times х у = х + times х (у - 1 )

expn 0 х у = times х у

eхрn n х 0 = 1

expn n х у = ехрn (n-1) х (ехрn n х (у-1))

В определении times имеется два образца:

«x 0», означающий, что первый аргумент - любое число, а второй – в точности 0;

«x y», означающий, что и первый, и второй аргумент - любые числа.

Вообще говоря, эти образцы, сами по себе, никакой информации о том, что x и y – это числа, не несут. Это следует только из типа функции.
В определении expn, аналогичным образом, три образца:
«0 x y», «n  x 0», «n  x y».
Можно заметить, что самый общий образец идет последним. Это не случайно и связано с процедурой обработки образцов, называемой сопоставлением с образцом. В процессе сопоставления устанавливается, соответствует ли каждый из аргументов форме своего образца. Если сопоставление произведено успешно, то правая часть вычисляется и возвращается как результат применения функции. Если нет, то пробуется следующий из образцов, содержащихся в определении функции. Если подходящий образец так и не найден, то возвращается ошибка.

Таким образом, например, для функции ехрn
образцу 
expn 0 1 2 будет сопоставлена правая часть первого правила
а, образцу 
expn 2 1 2 будет сопоставлена правая часть третьего правила.
1.7.1 Безразличные аргументы


Если значение какого-то из аргументов функции нас не интересует (т.е. оно не используется в правой части определения), то его можно не указывать в образце. Вместо значения аргумента можно использовать специальный символ «_» (подчеркивание), обозначающий, что значение аргумента безразлично для данного определения. Тогда определения можно переписать следующим образом:
times _ 0 = 0

times х у = х + times х (у - 1 )

expn 0 х у = times х у

eхрn _ _ 0 = 1

expn n х у = ехрn (n-1) х (ехрn n х (у-1))
1.7.2 Охраняемые образцы (образцы с условиями)

В некоторых случаях необходим такой анализ значений аргументов, который не может быть выполнен с помощью обычных образцов. Например, функция, анализирующая знак аргумента (положительный, отрицательный или аргумент равен нулю), должна производить сравнение этого аргумента с нулем. Обычный же образец требует указания конкретного значения или конструктора. Разумеется, можно воспользоваться обычной if_then_else конструкцией:
sign1 x = if (x>0) then 1 

  
    else if (x<0) then -1 


         else 0
или использовать при проверке на нуль образец, а в остальных двух случаях – ту же if_then_else:
sign2 0 = 0 
sign2 x = if (x>0) then 1 else -1
С использованием охраняемых образцов условия можно записать прямо в образцах и наша функция примет вид:
sign x |  x >  0   =   1
       |  x == 0   =   0
       |  x <  0   =  -1
1.8 Строгие и нестрогие функции, ленивые и энергичные вычисления 

Всегда ли должны быть вычислены все аргументы, прежде чем функция может быть применена к ним? Для традиционных языков это практически всегда так. С другой стороны, в λ-исчислении при нормальном порядке редукций такое вполне возможно. Те аргументы, которые не обязательны для проведения редукции, не вычисляются. Аналогичным образом могут быть устроены и функциональные языки. Нормальному порядку редукций соответствуют ленивые вычисления. Haskell является ленивым языком, т.е. в его основе лежат именно ленивые вычисления. Противоположностью ленивым являются энергичные вычисления.
Ленивые вычисления имеют два основных аспекта. Один из них связан с вопросом, нужно ли вообще вычислять применение функции (собственно ленивость, в узком смысле), другой – какие аргументы необходимо вычислить перед тем, как произвести применение (строгость и нестрогость функций). Сами ленивые вычисления будут рассмотрены позже, а сейчас остановимся на вычислении аргументов.
Пусть определена функция
const1 x = 1

Если применить эту функцию к выражению, заведомо содержащему ошибку (не синтаксическую, а времени выполнения), например, деление на ноль, то применение все равно будет успешно вычислено. 

const1 (1/0) => 1

Это происходит потому, что исходя из определения функции const1, для ее вычисления значение аргумента просто не нужно. Оно и не вычисляется.

То же самое верно и для любых других функций. Возьмем уже рассмотренную подробно expn. Во второй строке ее определения 
expn n х 0 = 1

значения аргументов n и х не нужны для вычисления функции. Кроме того, второй аргумент х не анализируется в первой строке определения. Таким образом, при сопоставлении с образцом в целом второй аргумент может не вычисляться, если третий равен 0. Так, например, 
expn 1 (1/0) 0 => 1

Нужно отметить, что первый аргумент должен вычисляться в любом случае, поскольку он анализируется в образце первого правила. Это будет происходить даже в том случае, если третий аргумент равен 0.

expn (1/0) 1 0 => Program error: {primDivDouble 1.0 0.0}
1.9 Конструкции let и where

Рассмотрим две конструкции языка, которые позволяют в некоторых случаях упростить запись функций. Это конструкции let и where. Обе они, хотя и в разной форме, позволяют вводить для выражений сокращенные обозначения.

Общий вид конструкции let:
let набор равенств 

in основное выражение
Внутренние выражения вводят обозначения, которые могут использоваться в основном выражении.

Например,
let у = а * b
         f х = (х + у) / у
in f с + f d

Такие let конструкции являются выражением языка. Это значит, что они могут использоваться везде, где используются обычные выражения, например, передаваться в качестве аргумента функциям или содеожаться в определениях функций. 
Внутренние определения могут быть взаимно рекурсивными и содержать образцы.
Конструкция where в некотором смысле зеркальна по отношению к let и имеет следующий вид:


определение функции



where набор равенств
Например,

f х у = (z1+z2)/(z1*z2)
where z1 = х*х + 1

       z2 = 2*y*y + 3*y + 7


Эта конструкция – не выражение, а часть синтаксиса языка, которая служит для определения функций. Ее невозможно выразить с помощью let, т.к. ее применение ограничено выражениями. 

1.10  Функции обработки списков

Списки – одна из основных структур данных в функциональных языках. Они служат заменой массивов (хотя в современных языках обычно поддерживаются и массивы). По сути, список – просто последовательность элементов. В Haskell’е списки формируются следующим образом. 


Как и другие структуры данных, списки формируются с помощью конструкторов. Для списков существует два конструктора: конструктор пустого списка, обозначаемый через «[]» и конструктор непустого списка, обозначаемый через «:». Пустой список – это список, не содержащий ни одного элемента. Непустой список содержит, по крайней мере, один элемент и всегда образуется из двух частей: головы и хвоста. Голова – это первый (самый левый) элемент списка, а хвост – список, состоящий из всех остальных элементов исходного списка. Списки всегда строятся слева, т.е. присоединение головы производится слева.

Таким образом, список [1,2,3] реально представлен в виде:

1 : (2 : ( 3 : []))

Конструкторы «:» используются как для конструирования списков, так и в образцах, иллюстрацию к чему можно будет видеть в последующих примерах функций обработки списков. Знаком ☼ помечены функции, входящие в стандартную библиотеку.
☼ Вычисление длины списка.
length :: [t] -> Int
length [] = []
length (x:xs) = 1 + length xs
☼ Получение головы списка

head :: [a] -> a

head (x : _) = x

head [] = error "head : empty list!"

☼ Хвост списка
tail :: [a] -> [a]
tail (_:xs) = xs
tail [] = error "tail : empty list!"

☼ Последний элемент списка
last :: [a] -> a
last [x] = x

last (_:xs) = last xs
last [] = error "last : empty list!"

☼ Проверка списка на пустоту
null :: [a]->Bool

null [] = True

null (_:_) = False

Копирование списка (тождественное преобразование)
copy :: [a]->[a]

copy [] = []

copy (x:xs) = x : copy xs

Объединение двух списков

append :: [a]->[a]->[a]
append [] ys = ys

append (x:xs) ys = x : append xs ys

☼
xs++ys ≡ append xs ys

Обращение списка (изменение порядка элементов на обратный)

rev :: [a]->[a]

rev [] = []

rev (x:xs) = (rev xs)++ys

rev2 :: [a]->[a]->[a]

rev2 [] ys = ys

rev2 (x:xs) ys = rev2 xs (x:ys)

☼
reverse xs = rev2 xs []
☼ Получить первые n элементов списка
take :: Int -> [a] -> [a]

take n _  | n <= 0  = []

take _ []           = []

take n (x:xs)       = x : take (n-1) xs
Получить n-ый элемент списка
nth :: Int->[a]->a
nth 1 (x:_) = x
nth n (x:xs) | n>1 = nth (n-1) xs

nth _ _ = error “nth: error…”

Вставка элемента в упорядоченный (отсортированный) список
insert :: Int->[Int]->[Int]

insert n [] = [n]

insert n (x:xs) = if n<=x then n:x:xs else x : insert n xs
insert n [] = [n]

insert n (x:xs) | n<=x = n:x:xs else x : insert n xs
insert n (x:xs) | n>x  = insert n xs
Объединение двух упорядоченных списков
appendsort :: [Int]->[Int]->[Int]
appendsort xs [] = xs

appendsort (x:xs) ys = insert x (appendsort xs ys)
1.11 Функции высших порядков
1.11.1 Определение и назначение

Рассуждения в терминах функций, использующих другие функции, – самая суть функционального программирования. И один из самых важных механизмов здесь – функции высшего порядка.

 Функция высшего порядка - это такая функция, которая в качестве аргумента или результата использует другую функцию. Такая возможность очень удобна, когда нужна разного рода параметризация. Типичный случай – это когда вы выполняете однотипные операции над элементами списка, но в разных местах нужны разные операции. Например, вам нужно проверять элементы на соответствие разным условиям. Впрочем, возможности функций высшего порядка этим далеко не исчерпываются.
Рассмотрим одну из стандартных функций Haskell’а – функцию фильтрации списков filter. Смысл этой функции состоит в том, что она производит фильтрацию исходного списка и возвращает его подсписок, который содержит лишь элементы, удовлетворяющие некоторому условию (одинаковому для всех элементов). Например, мы можем захотеть из списка целых чисел получить только положительные числа. Вот как определена эта функция в Haskell’е:
filter :: (а -> Bool) -> ([ а ] -> [ b ]) 

filter р [] = [] 

filter р (а:as) = let as' = filter р as

 in if р a then a:as' else as' 

Обратим внимание на то, как представлено условие, по которому производится фильтрация. Это условие записывается первым аргументом функции, точно также как и обычные аргументы-данные. В этом смысле оно ничем не отличается от обычных переменных. С другой стороны, мы видим применение этого аргумента «р» к другому аргументу «р a», и тип первого аргумента – функциональный: «а -> Bool». Все это говорит о том, что первый аргумент – функция. Если быть более точным, аргумент «р» - функция одного аргумента произвольного типа, имеющая булевский результат (подобные функции можно рассматривать также как предикаты). Это именно то, что нужно для произвольного условия, накладываемого на элемент списка. Само условие (с учетом того, что из списка ему доступен лишь один элемент) может быть каким угодно. Например, положительность или четность для чисел, непустота для списков и т.д.
Рассмотрим примеры использования функции filter.

Отобрать положительные числа:

filter (>0) [1, -2, -3, 4] => [1,4]

Здесь для образования фильтрующего предиката используется частичное применение оператора сравнения «>». Выражение «(>0)» обозначает функцию, которая проверяет, больше нуля ее аргумент или нет.  То же самое может быть записано с помощью λ-выражения:

filter (\x -> x>0) [1, -2, -3, 4] => [1,4]

Вообще, использование λ-выражений в качестве функциональных аргументов – достаточно распространенная практика и в дальнейшем мы еще встретим ряд таких примеров. Достоинство этого подхода заключается в его универсальности: мы всегда можем описать в точности ту функцию, которая нам нужна. Вместе с тем, если такая функция потребуется в программе более одного раза и, нет подходящей стандартной функции, лучше определить обычную именованную функцию.
Можно также определить новую функцию, которая будет отфильтровывать положительные числа:

positive = filter (>0) 
positive [1, -2, -3, 4] => [1,4]
Здесь в определении positive не указан ее аргумент – список, к которому она применяется. Это возможно по причине карринговости функций в Haskell’е. Правая часть определения – «filter (>0)» представляет собой функцию от одного аргумента (того самого списка, который «нужен» positive). Поэтому «приравнивание» positive и «filter (>0)» приводит к тому, что аргумент-список «переходит» от «filter (>0)» к positive.

Аналогичным образом можно отбирать четные числа:
filter even [2, 3, 4] => [2, 4]

even — стандартная функция проверки на четность
Точно также организуется фильтрация любых других списков. Например,


filter (not.null) [[1,3,4], [], [2]] => [[1,3,4], [2]]
отбор непустых списков. Здесь:
null - проверка списка на пустоту (истина, если список пуст)

not - логическое отрицание

. – операция композиции функций. «(not.null)»  обозначает последовательное применение сначала null, а затем not.
На примере функции filter видна основная особенность функций высших порядков – способность создавать обобщенные рекурсивные схемы. Поясним подробнее, что это значит. Почти все структуры данных, встречающиеся в программировании, являются регулярными в том смысле, что они:

1. Состоят из однотипных элементов. Однотипность может пониматься не только буквально. Возьмем, например, массивы. Многие современные языки требуют, чтобы тип всех элементов массива был одинаковым. При этом «одинаковость» может означать всего лишь наличие общего базового класса или интерфейса как возможность единообразной обработки элементов. То же самое касается и других структур.

2. Строятся регулярным образом. Другими словами, имеется конечный (чаще всего небольшой) набор операций, многократное применение которых позволяет строить структуру. Такие операции обычно называются конструкторами. Например, для построения бинарного дерева необходим конструктор, который строит узел дерева из двух поддеревьев и конструктор, который строит лист по элементу дерева. 
Понятно, что любая разумная обработка регулярных структур также будет регулярной. Эта регулярность заключается в том, что происходит последовательный доступ к элементам структуры, и используются типичные функции обработки. Это и есть «схема» обработки. Последовательный доступ в функциональных языках осуществляется рекурсивно. Так мы и получаем рекурсивную схему. Обобщенной она становится за счет использования функций высших порядков, которые позволяют параметризовать обработку элементов. 
В дальнейшем мы будем постоянно встречать такие обобщенные схемы, а сейчас рассмотрим две функции, которые важны и в теоретическом, и в практическом плане.
1.11.2 Функция «применить ко всем» (map)
Покажем это на примере широко известной функции map. 
Пусть нам необходимо выполнять какие-то операции над элементами списка: увеличение или уменьшение элементов (если это числа), вычисление длины элементов-списков и т.д. 
inc :: [Int] ->[Int] 
inc [] = []

inc (x:xs) = x+1 : inc xs

dec :: [Int] -> [Int] 
dec [] = []

dec (x:xs) = x - 1 : dec xs

listHeads :: [[a]] -> [a] 
listHeads [] = [] 
listHeads (x:xs) = head x : listHeads xs 
Во всех этих случаях мы имеет одну и ту же схему рекурсии, что хорошо заметно по одинаковой структуре функций. Различаются только типы элементов списка и преобразование этих элементов. Благодаря полиморфности функций Haskell’а мы можем определить функцию преобразования общего вида (a->b)и передавать ее в качестве аргумента функции высшего порядка, обрабатывающей список. Так мы получим широко известную функцию map:
map:: (a->b) -> [a] -> [b]

map f [] = []

map f (x:xs) = f x : map f xs

Эта полиморфная функция высшего порядка реализует достаточно общую рекурсивную схему: список элементов типа а превращается в список элементов типа b путем применения к каждому элементу функции типа а->b. Приведенные выше функции легко выразятся через map:
inc = map (+1) 
dec == map (-1) 
listHeads = map head
Две стандартные функции, выражаемые через map:
any, all :: (a->Bool)->[a]->[b] 
any p = or.map p 
all p = and.map p 
p - предикат, соответствующий проверяемому условию.

1.11.3 Функции свертки (семейство fold)

Те функции высших порядков, что мы рассматривали до сих пор, были очень просты. Они были параметризованы всего одной функцией, и эта функция имела всего один аргумент. Так что все сводилось к манипуляциям с каждым элементом списка по отдельности. Разумеется, есть возможность принимать во внимание сразу более одного элемента списка, например, два соседних. Структура функции при этом усложнится, но и выразительные возможности значительно увеличатся. 

Функции свертки (известные как fold или reduce) для списков оперируют с соседними элементами списка. Точнее, они рассматривают голову и хвост списка, подобно тому, как это делает конструктор списка. Поэтому действие функций семейства fold можно описать очень просто: они замещают конструкторы списка на функции, заданные в своих аргументах:
foldr f z [xl,x2, ...,xn] = xl `f` (x2 `f` (...(xn `f` z))...)
foldl f z [xl,x2, ...,xn] = ((...(z `f` xl) `f` x2) `f` ...) `f` xn 

Два варианта функции fold возникают из-за неоднозначности в расположении параметров функции-аргумента f, замещающей конструкторы списка. В одном случае первым (левым) ее параметром будет голова списка, а вторым (правым) – хвост. Это естественный прямой порядок параметров, соответствующих конструктору списка. Такой вариант функции называется «правым», «правой сверткой» (в наших обозначениях foldr), поскольку функция перебирает элементы списка слева направо. В другом случае порядок обратный: слева – хвост, а справа – голова. Этот вариант функции перебирает элементы списка  справа налево. Такая функция называется «левой сверткой» и обозначается через foldl.

Прямой и обратный порядки обработки хорошо видны в приведенных выше равенствах. При использовании этих функций мы действительно получаем два «зеркальных» друг другу направления обхода списков. Этот факт имеет интересные следствия, которые мы рассмотрим чуть позже. 
Большая часть функций обработки списков легко может быть выражена через функции foldl и foldr (хотя и не все: некоторые выражать неудобно, поскольку они имеют другую структуру рекурсии) 
length = foldr (\ _ x -> x + 1) 0

foldr +0 (map (\ x -> 1)) 

head = foldr (\ a _ -> a) (error ".........")

last = foldr (\ _ b -> b) (error "........")

copy = foldr (:) [] 

append xs ys = foldr (:) ys xs 

rev = foldl (\ xs x -> x:xs) [] 

rev2 = foldl (flip (:)) [] xs

insert n = foldr (\n xs- > if n then n:x:xs else x:xs) n 

appendsort xs ys = foldr insert xs ys [???] 

flip :: (a->b->c)->b->a->c 

flip f x у = f (y x)

Теперь давайте посмотрим, как определяются эти функции.

foldr :: (a->b->a)->a->[b]->a 

foldr f z [] = z
foldr f z (x:xs) = f x (foldr f z xs) 

foldl :: (a->b-)-a)->a->[b]->a 
foldl f z [] = z
foldl f z (x:xs) = foldl f (f z x) xs
Эти определения уже не столь элементарны и интуитивно понятны, как определения встречавшихся до этого функций. Но все же они очень просты! Кажущаяся сложность – наследство императивного стиля программирования и соответствующего стиля мышления. Такого рода запись совершенно нехарактерна для процедурных и объектно-ориентированных языков, таких как C++, Pascal, Java. Она – пример типично функционального подхода. Больше ничего сложного в ней нет. 

Обратимся сначала к  foldr.  Для нее справедливо равенство
foldr f z [xl,x2, ...,xn] = xl `f` (x2 `f` (...(xn `f` z))...)
Другими словами, выражение вида

x : xs

надо заменить на выражение

x `f` (результат обработки xs)

Но «результат обработки xs» это просто  foldr f z xs.

Собирая все вместе получаем: 

foldr f z (x:xs) = x `f`(foldr f z xs) 

или, используя префиксную запись:
foldr f z (x:xs) = f x (foldr f z xs) 

Остается еще случай пустого списка. Это так называемый «базовый случай». Для него возвращается второй параметр  foldr – z.

Функция foldl устроена несколько по-другому – обратный порядок делает определение несколько менее естественным. Для foldl справедливо равенство
foldl f z [xl,x2, ...,xn] = ((...(z `f` xl) `f` x2) `f` ...) `f` xn 

То есть теперь выражение
[x1,…,xn-1,xn] 
надо заменять на выражение

(результат обработки [x1,…,xn-1]) `f` xn
Напрямую, этого, конечно, не сделать, ведь списки все равно обрабатываются слева направо, и правый элемент недоступен. Поэтому «результат обработки [x1,…,xn-1]» должен быть вычислен до того, как функция доберется до xn. На каждом шаге прохода по списку нужно проделывать свертку накопленного результата с очередным элементом и передавать новый результат для последующей обработки. К счастью, сделать это ничуть не сложнее, чем в случае foldr. Результат обработки пройденной части списка можно передавать в качестве «базового случая» z. Тогда на первом шаге x1 заменится на z `f` xl, на втором в качестве «z» будет выступать предыдущий результат (z `f` xl) и мы получим (z `f` xl) `f` x2 и т.д. Когда весь список будет пройден и аргументом для foldl окажется пустой список [], нужно просто вернуть этот «базовый случай», который будет содержать весь обработанный список. Проиллюстрируем это на примере:
foldl f z [x1,x2,x3] => 

foldl f (z `f` x1) [x2,x3] =>  
foldl f ((z `f` x1) `f` x2) [x3] =>  
foldl f (((z `f` x1) `f` x2) `f` x3) []  =>  

(((z `f` x1) `f` x2) `f` x3)
Итак, определением foldl будет

foldl f z (x:xs) = foldl f (z `f` x) xs
или, используя префиксную запись:

foldl f z (x:xs) = foldl f (f z x) xs
Обработка базового случая

foldl f z [] = z
1.11.4 Другие функции высших порядков

zip
zipWith
1.12 Абстракции списков (определители списков) 

В Haskell’е существует уникальная конструкция, которая позволяет прос​то и быстро генерировать списки, основанные на какой-нибудь простой ма​те​ма​ти​чес​кой формуле. Она почти буквально повторяет математические теоретико-множественные обозначения, используемые для определения множеств. Наиболее общий вид оп​ре​де​ли​телей списков выглядит так:

[ x | x <- xs ]

Эта запись может быть прочитана как «Список из всех таких x, взятых из xs». Струк​тура «x ( xs» называется генератором. После такого генератора (он должен быть один и сто​ять первым в записи определителя списка) могут стоять булевские выражения, разделённые запятыми. Эти выражения называются «охранными выражениями» или просто «ограничениями». Они накладывают дополнительные ограничения на значения элементов списка. Если они присутствуют, то выбираются только такие x, значения которых удовлетворяют этим ограничениям. Например, запись:

[ x | x <- xs, x > m, x < n ]

означает: «Список из всех таких x, взятых из xs, что (x больше m) и (x мень​ше n)».

В одной записи может использоваться более одного списка с соответствующими генераторами. Например, для того чтобы построить декартово произведение двух множеств (представленных списками), достаточно написать:
[(х, у) | x<-xs, y<-ys] 
Мощь и элегантность определителей списков (а заодно и функционального языка) можно оценить по следующим двум примерам.

Быстрая сортировка Хоара.

quickSort [] = []

quickSort (h : t) = quickSort [y | y<-t, y<h] ++ [h] ++ quickSort [y | y<-t, y>=h]

Определение читается так:

1. Если список пуст, то результатом также будет пустой список.

2. Если список не пуст, результатом будет яв​ляться конкатенация отсортированного списка из всех элементов хвоста, ко​торые меньше либо равны голове, списка из самой головы и списка из всех элементов хвос​та, которые больше головы.

Задача о 8 ферзях.

Известная задача о 8 ферзях формулируется так. Имеется доска размером 8*8. Необходимо так расставить 8 ферзей на доске, чтобы они взаимно не били друг друга. Задача легко обобщается для произвольной размерности N.  Представленная ниже программа решает задачу о ферзях именно в такой общей постановке.
queens 0 = [[]]

queens (m+l) = [ p++[n] | p <- queens m , n <-[1..num_of_queens], safe p n ]

safe p n = all not [check (i,j) (n,m) | (i,j) <- zip [1..] p]
 

    where nr = l + length p 
     сheck (i,j) (m, n) = (j == n) || (i+j == m+n) || (i-j == m-n)
queens number_of_queens  = qu number_of_queens where
Суть решения можно выразить следующим образом.

1. решение задачи для m+1 ферзя это такой список списков, который получается

присоединением к решению для m ферзей еще одного ферзя так, что он не бьет всех предыдущих.

2. Ферзь n не бьет перестановку p, если никогда не выполняется такая ситуация, что находясь в некоторой позиции (m, n) он бьет ферзя в позиции (i, j) (i-любое, j-количество ферзей в p).

3. Бьет, если ферзи на одной вертикали или диагонали.

add x y = x + y





add :: Int->Int->Int
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times х ... times x (ехрn 1 х 0) => times х ... times x 1








