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ВВЕДЕНИЕ

В лабораторных работах по компьютерным технологиям анализа данных и исследования статистических закономерностей применяется методика компьютерного моделирования фундаментальных статистических закономерностей. В основе методики лежит использование метода Монте-Карло для моделирования эмпирических распределений некоторых функций от случайных величин. Преимуществом метода Монте-Карло является несложность реализации процедур моделирования сложных статистических законо​мерностей, обычно не поддающихся определению аналитическими методами.

Выполнение работ носит исследовательский характер и в большинстве случаев опирается на разработанное программное обеспечение.  
При выполнении лабораторных работ необходимо учитывать точность полученных результатов. Поскольку в большинстве работ требуется сравнивать эмпирические распределения, то малые объемы моделируемых выборок статистик или оценок могут нивелировать разницу в статистических методах, а иногда и давать некорректные (противоположные аналитическим выводам) результаты. 
Согласие эмпирических распределений с теоретическими следует проверять, опираясь на статистические критерии, так как сравнение графиков распределений "на глаз" является субъективной процедурой и не учитывает возможной статистической погрешности, которая зависит от объемов выборок.

Отчет по лабораторной работе должен содержать цель, задание на выполнение, результаты исследований в соответствии с заданием, необходимые таблицы, графики, иллюстрирующие результаты, анализ результатов, общие выводы по работе.
Основной теоретический материал, необходимый для выполнения работ, изложен в учебном пособии [1], дополнительные материалы и программное обеспечение размещены на персональных сайтах авторов http://ami.nstu.ru/~headrd и http://postovalov.net. Структурированные указания на материалы по различным разделам курса размещены по адресу http://ami.nstu.ru/~headrd/seminar/start.htm.

Лабораторная работа № 1. Исследование свойств оценок параметров распределений вероятностей по эмпирическим данным

Цель работы. Вычисление оценок параметров распределений вероятностей по эмпирическим данным различными методами. Исследование асимптотических свойств оценок методом Монте-Карло. 

Методические указания       

1. Постановка задачи. Пусть в эксперименте наблюдается непрерывная случайная величина 
[image: image2.wmf]x

 с функцией распределения  
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 – вектор параметров. По выборке 
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 требуется оценить неизвест​ные параметры распределения. 
2. Методы оценивания.

Метод максимального правдоподобия. Оценки максимального правдоподобия (ОМП) находятся в результате максимизации функции правдоподобия: 
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Метод минимального расстояния. MD-оценки находятся в результате минимизации расстояния 
[image: image7.wmf]))
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 между теоретической и эмпирической функциями распределения:    
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где 
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– эмпирическая функция распределения. В качестве меры близости можно использовать следующие статистики:

а) Статистика Колмогорова: 
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б) Статистика 
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 Крамера–Мизеса–Смирнова: 
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в) Статистика 
[image: image13.wmf]2
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 Андерсона–Дарлинга: 
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Вычисление оценок по порядковым статистикам. Для нахождения оценок часто используются линейные комби​на​ции порядковых статистик или выборочных квантилей. Такие оценки называются 
[image: image15.wmf]L

-оценками. 
[image: image16.wmf]L

-оценки обладают двумя важ​ными для  практического применения качествами: простотой вычислений и хо​ро​шими свой​ствами робастности.
При построении 
[image: image17.wmf]L

-оценок по выборочным квантилям 
[image: image18.wmf]k
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  рассмат​рива​е​мо​го закона оценки находят в виде: 
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-я порядковая статистика, 
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 и 
[image: image24.wmf]i
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 – набор коэффициентов и вероятностей, которыми определяется конкретная оценка, 
[image: image25.wmf]n

 – объем выборки. 

3. Свойства оценок.

Несмещенность. Оценка 
[image: image26.wmf]q
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 называется несмещенной, если 
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Состоятельность. Оценка 
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 называется состоятельной, если 
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Эффективность. Несмещенная оценка 
[image: image31.wmf]q
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 называется эффективной, если 
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 – информационное количество Фишера.

Асимптотическая нормальность. Оценка 
[image: image34.wmf]q
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 называется асимпто​ти​чески нормальной, если ее распределение с ростом объема выборки стремится к нормальному закону распределения.  
4. Исследование асимптотических свойств оценок методом Монте-Карло. 

1. Моделируется 
[image: image35.wmf]N

 выборок по 
[image: image36.wmf]n

 наблюдений в каждой в соответствии с заданным законом распределения и фиксированными значениями параметров 
[image: image37.wmf]q

.

2. По каждой выборке вычисляются оценки параметров, в результате получается выборка 
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3. Исследуется (идентифицируется) распределение случайной величины 
[image: image39.wmf])
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Пункты 1-3 повторяются при большем значении 
[image: image40.wmf]n

.

4. По серии машинных экспериментов делаются выводы об изменении свойств оценок с ростом объема выборки.

Порядок выполнения 
1. Определить количество экспериментов N, при котором с вероятностью 0.99 отклонение эмпирической функции распределения от теоретической не превышает величину 0.01.
2. Используя программу ISW смоделировать выборки, состоящие из оценок:


- максимального правдоподобия –
[image: image41.wmf])
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- минимального расстояния Колмогорова – 
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(

ˆ

n

К

X

q

,  

- минимального расстояния 
[image: image43.wmf]2
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 Крамера–Мизеса–Смирнова –
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- минимального расстояния 
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 Андерсона–Дарлинга, 

- по порядковым статистикам (L-оценки)

при 
[image: image46.wmf]20,50,100,1000
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3. Построить графики эмпирических функций распределения смоделированных выборок, сравнить функции распределения оценок параметров при разных объемах и методах оценивания.

4. Исследовать полученные выборки оценок на нормальность. 

5. Заполнить таблицу (для каждого метода оценивания).
	
	n =20
	n =50
	n =100
	n =1000
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На основании таблицы сделать выводы о свойствах различных методов оценивания.

Варианты заданий

	№ варианта
	Распределение, параметр

	1
	Экспоненциальное распределение, параметр масштаба.

	2
	Распределение Лапласа, параметр масштаба.

	3
	Нормальное распределение, параметр сдвига.

	4
	Нормальное распределение, параметр масштаба.

	5
	Распределение Коши, параметр сдвига.

	6
	Распределение Коши, параметр масштаба.

	7
	Логистическое распределение, параметр сдвига.

	8
	Логистическое распределение, параметр масштаба.

	9
	Распределение экстремальных значений (минимум), параметр сдвига.

	10
	Распределение экстремальных значений (минимум), параметр масштаба.

	11
	Распределение экстремальных значений (максимум), параметр сдвига.

	12
	Распределение экстремальных значений (максимум), параметр масштаба.


Контрольные вопросы 

1. Метод максимального правдоподобия.
2. Методы минимального расстояния.

3. Оценивание параметров по порядковым статистикам.
4. Свойства оценок по выборкам фиксированного объема.

5. Асимптотические свойства оценок.

6. Экспериментальное исследование свойств оценок. 
Лабораторная работа № 2. Экспериментальное исследование робастности оценок

Цель работы. Исследование устойчивости оценок на наличие в выборке аномальных наблюдений. Исследование эффективности параметрической процедуры исключения аномальных наблюдений при использовании робастных оценок. Построение функций влияния Хампеля для ОМП. Исследование распределений статистик типа Граббса, предназначенных для анализа на аномальность сразу нескольких наблюдений.

Методические указания
1. Модель засорения выборки [3]. Пусть в эксперименте наблюдается непрерывная случайная величина 
[image: image50.wmf]x

 с функцией распределения  
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где 
[image: image52.wmf]n

 – доля засорения выборки аномальными (с точки зрения закона 
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[image: image54.wmf]наблюдениями, подчиняющимися закону 
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 требуется оценить неизвестные параметры закона распределения 
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2. Робастность. Под робастностью в статистике понимают нечувстви​тельность к малым отклонениям от предположений (т.е. когда 
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3. Повышение робастности с помощью процедуры группирования. При группировании выборки теряется информация об индивидуальных наблю​дениях, а фиксируется только количество наблюдений, попавших в интервалы группирования. В результате, небольшие отклонения от предполагаемого закона и аномальные выбросы не оказывают существенного влияния на оценки. 

4. Параметрическая процедура отбраковки аномальных наблюдений состоит из двух этапов. 

I этап.  Одним из робастных методов находим оценки 
[image: image59.wmf]q
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 параметров распределения 
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II этап. Отбрасываем все наблюдения 
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. Пороговые значения определяются по формулам:
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где 
[image: image65.wmf]n

– объем выборки, 
[image: image66.wmf]a

– уровень значимости критерия (вероятность ошибки первого рода, т.е. вероятность признать неаномальное наблюдение аномальным).

5. Функция влияния Хампеля. Для анализа робастности может использоваться функция влияния Хампеля:
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где 
[image: image68.wmf]x
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 – единичная масса в точке 
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, 
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– статистика.


Если функция влияния неограничена, то резко выделяющиеся наблюдения могут приводить к существенным изменениям оценок или статистик. Чувствительность к большой ошибке характеризуется величиной:
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Функция влияния для асимптотически эффективных оценок, к которым относятся и ОМП, имеет вид:
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 – информационное количество Фишера.

В случае группированных наблюдений для k-го интервала группирования 
[image: image74.wmf](
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 функция влияния постоянна и равна 


[image: image75.wmf]1

ln()

(,,)((,))

k

P

IFxFTJFx

q

q

q

-

¶

=

¶

, 

где 
[image: image76.wmf]1

()(,)(,)

kkk

PFxFx

qqq

-

=-

.
6. Критерии типа Граббса. В случае принадлежности выборок нормальному закону для отбраковки аномальных наблюдений могут использоваться критерии типа Граббса. Наблюдаемая выборка упорядочивается (строится вариационный ряд) 
[image: image77.wmf])
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Проверка на аномальность одного значения. При проверке на выброс 
[image: image78.wmf])
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 стати​стика критерия Граббса имеет вид
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где  
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При проверке на выброс наименьшего выборочного значения кон​курирующая гипотеза 
[image: image82.wmf]1
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 предполагает, что 
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 принадлежит некото​рому другому закону, существенно сдвинутому влево. В данном случае вычисляемая статистика принимает вид
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 (2.3)

Максимальный или минимальный элемент выборки считается вы​бросом, если значение соответствующей статистики превысит критическое: 
[image: image85.wmf]a
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[image: image87.wmf]a

 – задаваемый уровень значимости. 

Проверка на два выброса. В этом случае конкурирующая гипо​теза 
[image: image88.wmf]1

H

 может быть связана с предположением, что, например, некоторому другому закону принадле​жат 
[image: image89.wmf])
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). При проверке на выброс одновременно двух наибольших значений статистика критерия Граббса имеет вид
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где
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Для проверки на выброс одновременно двух наименьших величин 
[image: image97.wmf])
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 статистика критерия принимает вид
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где
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Оба значения (
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) считаются выбросами, если значение соответствующей статистики окажется ниже критического: 
[image: image106.wmf]a
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Очевидно, что можно сформировать статистику критерия для проверки  на наличие любой комбинации аномальных измерений и по результатам моделирования построить распределения статистик при различных объёмах 
[image: image107.wmf]n

.

Дополнительная информация размещена по адресу:

http://www.ami.nstu.ru/~headrd/seminar/publik_html/Z_lab_1.htm
http://www.ami.nstu.ru/~headrd/seminar/publik_html/NADEG_1.htm
http://www.ami.nstu.ru/~headrd/seminar/publik_html/Sibgim_1.htm
http://www.ami.nstu.ru/~headrd/seminar/publik_html/Z_lab_10.htm
http://www.ami.nstu.ru/~headrd/seminar/publik_html/Izm_T_6.htm
Порядок выполнения. Используя программу ISW:
1. Исследовать робастность оценок максимального правдоподобия (ОМП); ОМП по группированным данным; MD-оценок, минимизирующих расстояния, задаваемые статистиками Колмогорова, 
[image: image108.wmf]2
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и 
[image: image109.wmf]2
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 Мизеса; 
[image: image110.wmf]L

-оптимальных оценок по выборочным квантилям. Для этого:

· моделируются выборки с засорением (2.1), где параметр 
[image: image111.wmf]2
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· оцениваются параметры распределения 
[image: image112.wmf])
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 всеми методами;

· сравниваются значения оценок при разных значениях 
[image: image113.wmf]n

.

2. Отбраковка аномальных наблюдений. Используя параметрическую процедуру отбраковки аномальных наблюдений очистить полученные в п.1 выборки от аномальных наблюдений и проверить, как изменились результаты применения критериев для проверки согласия эмпирического распределения с распределением 
[image: image114.wmf])
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 после удаления части наблюдений.
3. Построить функции влияния Хампеля для ОМП и ОМП по группированным данным.

4. Исследовать распределения статистик критериев типа Граббса, предназначенных для анализа на аномальность сразу нескольких наблю​дений (по заданию преподавателя) в предположении о принадлежности выборки нормальному закону. Построить эмпирические распределения для статистик критериев типа Граббса, найти приближенные значения процентных точек. Для вариантов 1-5 применить критерий Граббса для отбраковки аномальных наблюдений по выборкам с засорением, полученным в п.1.
Варианты заданий.
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	1
	Нормальное 
	Коши 

	2
	Нормальное 
	Нормальное с масштабом 5

	3
	Нормальное 
	Нормальное со сдвигом 5

	4
	Нормальное 
	Нормальное с масштабом 10

	5
	Нормальное 
	Нормальное со сдвигом 10

	6
	Логистическое 
	Логистическое с масштабом 5

	7
	Логистическое 
	Логистическое со сдвигом 5

	8
	Логистическое 
	Логистическое с масштабом 10

	9
	Логистическое 
	Логистическое со сдвигом 10

	10
	Экспоненциальное 
	Экспоненциальное с масштабом 3

	11
	Экспоненциальное 
	Экспоненциальное с масштабом 5

	12
	Экспоненциальное 
	Экспоненциальное с масштабом 10


Контрольные вопросы. 

1. Какие статистические процедуры называются робастными? 
2. Как исследовать робастность процедуры оценивания параметров?
3. Как вычислить функцию влияния Хампеля? 
4. Что представляет собой функция влияния Хампеля по группированным наблюдениям. 

5. Как влияют объём выборки и уровень значимости 
[image: image117.wmf]a

 на параметрическую процедуру отбраковки аномальных наблюдений?

6. Можно ли применять критерии типа Граббса в случае нарушения предположений о нормальности исходной выборки? Если нет, то почему? Если да, то каким образом?

Лабораторная работа № 3. Экспериментальное исследование свойств критерия согласия 
[image: image118.wmf]2

c

 Пирсона. 

Цель работы. Исследование влияния способов группирования на предельные распре​деления статистики критерия согласия 
[image: image119.wmf]c

2

 Пирсона при простых и сложных гипотезах (при использовании для вычисления оценок по негруппированным данным метода максимального правдо​подобия).

Методические указания 
В практике статистического анализа с необ​ходи​мос​тью использования критериев согласия приходится сталкиваться при проверке простой гипотезы 
[image: image120.wmf]H
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EMBED Equation.2[image: image121.wmf]f
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 – плотность распределения наблюдае​мого зако​на, 
[image: image123.wmf]q
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 - известное истинное значение параметра (вектора параметров) закона, или при проверке сложной гипотезы 
[image: image124.wmf]H
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, когда оценка 
[image: image126.wmf]q
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 параметра  предполагаемого закона распре​де​ления оце​нивается по этой же выборке.

Статистика критерия 
[image: image127.wmf]c
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 Пирсона вычисляется в соответствии с соотношением 
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где 
[image: image129.wmf]n
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 – количество наблюдений, попавших в интервал, 
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[image: image131.wmf]P
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 - вероятность попадания наблюдения в 
[image: image132.wmf]i

-й интервал. При справедливости (простой) гипотезы 
[image: image133.wmf]H
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 пре​дельным распределением 
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 статистики является 
[image: image135.wmf]c
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-распре​деление с числом степеней свободы 
[image: image136.wmf]r
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. Если по выборке оценивалось 
[image: image137.wmf]p

 параметров закона в резуль​тате минимизации ста​тистики 
[image: image138.wmf]2
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, статистика подчиняется 
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-распределению с 
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 степеней свободы. При справедливости конкурирующей гипотезы 
[image: image141.wmf]H
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 пре​дельное рас​пределение 
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 представляет собой нецентральное 
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-распределение с тем же числом степеней свободы и параметром нецен​тральности 
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 - вероятности попадания наблюдения в 
[image: image145.wmf]i

-й интервал при конкурирующей гипотезе.

В случае проверки сложных гипотез и оценивании по выборке параметров распределений использо​вание в качестве пре​дельных 
[image: image146.wmf]c
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-распределений справедливо лишь при опре​делении оценок параметров по сгруппи​рован​ным данным и использовании для оценивания статистики 
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Это же справедливо в случае применения для сгруппированных данных метода максимального правдоподобия, оптимальных L-оценок по выборочным квантилям и некоторых других методов, позволяющих находить асимптотически эффективные оценки по группированным данным. 

При использовании критериев согласия конкурирующая гипотеза 
[image: image149.wmf]1

H

 (аль​тернатива) обычно не задается. Задавая конкретную альтернативу и имея возможность построить распределения статистик при истинности гипотезы 
[image: image150.wmf]0

H

 (
[image: image151.wmf])
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) и истинности гипотезы 
[image: image152.wmf]1
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[image: image153.wmf])
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), можно при заданном уровне значимости 
[image: image154.wmf]a

 (
[image: image155.wmf]a

 - вероятность ошибки первого рода) вычислить мощность критерия 
[image: image156.wmf]1

-

b

, которая определяет способность различения этих гипотез (

 - вероятность ошибки второго рода).

Порядок выполнения
Исследовать распределения статистики критерия для простых и сложных гипотез (при использовании оценок максимального правдоподобия по негруппированным данным) при справедливой нулевой и при справедливой конкурирующей гипотез.

1. В соответствии с заданным наблюдаемым распределением (гипо​теза 
[image: image157.wmf]0

H

) смоделировать эмпи​ричес​кие распределения статистики критерия при простой гипо​тезе (а) (по выборке не оцениваются параметры), для сложной гипотезы (б) (по выборке оцениваются все параметры). 
2. Идентифицировать построенные законы распре​де​ления (найти аналитические модели, наиболее хорошо описыва​ющие эмпирические рас​пределения).

3. Повторить п.1, моделируя выборку по закону, соответствующему гипотезе 
[image: image158.wmf]1

H

, а оценивая по этой выборке параметры закона, соответствующего гипотезе 
[image: image159.wmf]0

H

. 
Наибольший интерес представляет способность критериев согласия различать близкие конкурирующие законы, то есть мощность критериев относительно близких конкурирующих гипотез.  Для того, чтобы гипотеза 
[image: image160.wmf]1
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 была наиболее близка к гипотезе 
[image: image161.wmf]0
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, следует подобрать параметры распределения, соответствующего гипотезе 
[image: image162.wmf]1
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, из условия минимизации расстояния до распределения, соответствующего гипотезе 
[image: image163.wmf]1
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.
Для моделирования распределения статистики при справедливой гипотезе 
[image: image164.wmf]0
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 (
[image: image165.wmf])
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) следует генерировать псевдослучайные величины, соответству​ющие наблюда​емому закону, и оценивать его параметры (в случае сложной гипотезы). Для моделирования распределения этой же статистики при проверке той же самой гипотезы 
[image: image166.wmf]0
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, но при справедливой гипотезе 
[image: image167.wmf]1
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[image: image168.wmf])
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), следует генерировать псевдослучайные величины по закону, соот​вет​ствующему гипотезе 
[image: image169.wmf]1
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, а оценивать параметры закона, соответствующего гипотезе 
[image: image170.wmf]0
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.

4. В результате такого моделирования будут получены пары эмпирических распре​делений 
[image: image171.wmf])
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 и 
[image: image172.wmf])

(

1

H

S

G

 для простой и сложной гипотез, по которым, задаваясь значением 
[image: image173.wmf]a

, можно вычислить мощность критерия 
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 относительно конкурирующей гипотезы:
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Опираясь на эти распределения, построить оперативные характеристики кри​терия для проверки простой и сложной гипотез как функции вида 
[image: image177.wmf](
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5. Повторяя пункты 3-4, исследовать влияние количества интервалов, способа группирования (равновероятное и асимпто​тически оптимальное) на мощность критерия.
Дополнительная информация: см. раздел 2 и 4 в [4] и 
http://ami.nstu.ru/~headrd/seminar/xi_square/start1.htm
Варианты заданий 

	№ п/п
	Гипотеза 
[image: image178.wmf]0

H

 
	Гипотеза 
[image: image179.wmf]1

H



	1
	Нормальное
	Логисти​че​ское

	2
	Логисти​че​ское
	Нормальное

	3
	Нормальное
	Лапласа

	4
	Лапласа
	Нормальное

	5
	Логисти​че​ское
	Лапласа

	6
	Лапласа
	Логисти​че​ское

	7
	Гамма
	Вейбулла-Гнеденко

	8
	Вейбулла-Гнеденко
	Гамма

	9
	Экстремальных значений (минимум)
	Экстремальных значений (максимум)

	10
	Экстремальных значений (максимум)
	Экстремальных значений (минимум)

	11
	Нормальное
	Коши

	12
	Коши
	Нормальное


Контрольные вопросы 

1. Распределена статистика критерия 
[image: image180.wmf]c

2

 Пирсона при справедливости проверяемой гипотезы? При справедливости конкурирующей гипотезы?
2. Почему при асимптотически оптимальном группировании мощность критерия 
[image: image181.wmf]c

2

 Пирсона  максимальна относительно близких конкурирующих гипотез?

3. Как идентифицировать закон распределения по заданной выборке?
Лабораторная работа № 4. Исследование распределения статистики и мощности критерия Рао-Робсона-Никулина

Цель работы: Исследовать влияние способов группирования на предельные распре​деления статистики критерия согласия типа 
[image: image182.wmf]c

2

 Никулина при простых и сложных гипотезах (при использовании для вычисления оценок метода максимального правдо​подобия по негруппированным данным). Сравнение мощности критерия Никулина с мощностью критерия 
[image: image183.wmf]c

2

 Пирсона. Исследовать мощности критерия Никулина в зависимости от числа интервалов.

Методические указания 

Никулиным М.С. [6] предложена модификация стандартной статистики (3.1), для которой предельным распределением является обыч​ное распределение 
[image: image184.wmf]c
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 (количество степеней свободы не зависит от числа оцениваемых параметров). Неизвестные параметры распределения 
[image: image185.wmf]F
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 в этом случае должны оцениваться по негруппированным данным методом максимального правдоподобия. При этом вектор вероятностей попадания в интервалы 
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 предполагается заданным и граничные точки ин​тер​валов определяются соотношениями 
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Предложенная статистика отличается от 
[image: image189.wmf]X
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 только при проверке сложных ги​потез и имеет вид 
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где 
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 вычисляется в соответствии с (3.1). Элементы и размерность матрицы
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определяются оцениваемыми компонен​тами вектора параметров 
[image: image193.wmf]q
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 - эле​менты информационной матри​цы 
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 - элементы вектора 
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 определяются соотношением 
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Порядок выполнения.

1. Проверить, насколько хорошо распределение статистики 
[image: image200.wmf]Y

n

2

 при справедливой нулевой гипотезе 
[image: image201.wmf]G
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 соответствует распределению 
[image: image202.wmf]c
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2. Исследовать влияние типа группирования на распределение статистики Никулина.

3. Построить оперативные характеристики критерия для простой и сложных гипотез как функции вида 
[image: image203.wmf](
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. Сравнить мощ​ность предложенного Никулиным критерия с мощностью критерия 
[image: image204.wmf]c

2

 Пирсона (результаты по мощности критерия 
[image: image205.wmf]c

2

 Пирсона взять из отчета по лабораторной работе № 3). Для того чтобы распределение, соответствующее гипотезе 
[image: image206.wmf]1

H

 было наиболее близким к распределению, соответствующему гипотезе 
[image: image207.wmf]0

H

, следует подобрать параметры распределения, соответствующего гипотезе 
[image: image208.wmf]1

H

, из условия минимизации расстояния до распределения, соответствующего основной гипотезе.
4. Исследовать мощность критерия Никулина в зависимости от числа интервалов и выполнить сравнение с аналогичными исследованиями по критерию 
[image: image209.wmf]c

2

 Пирсона.
Дополнительная информация: см. раздел 2 и 4 в [4] и 

http://ami.nstu.ru/~headrd/seminar/xi_square/start1.htm
Варианты заданий совпадают с заданиями из лабораторной работы № 3
Контрольные вопросы 

1. Сравнить критерии 
[image: image210.wmf]c

2

 Пирсона и Рао-Робсона-Никулина. Когда нельзя применять критерий Рао-Робсона-Никулина?
2. Вычислить поправку Никулина для экспоненциального распределения с  оцениванием параметра масштаба.

3. Вычислить поправку Никулина для нормального распределения с  оцениванием параметра сдвига.

4. Вычислить поправку Никулина для нормального распределения с  оцениванием параметра масштаба.

Лабораторная работа № 5. Экспериментальное исследование предельных распределений статистик непараметрических критериев согласия. Часть 1. 

Цель работы. Исследование распределений статистик непараметрических критериев согласия при проверке простых и различных сложных гипотез. В первой части исследуются распределения статистик критериев согласия Колмогорова, Смирнова, 
[image: image211.wmf]w

2

 Крамера–Мизеса–Смирнова и 
[image: image212.wmf]2

W

 Андерсона–Дарлинга
Методические указания 
1. Критерий Колмогорова опирается на статистику 
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 – эмпирическая функция распределения; 
[image: image215.wmf](,)

Fx

q

 – теоретическая функция распределения; 
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 – объем выборки. При 
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 функция распределения статистики 
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 сходится равномерно к функции распределения Колмогорова 
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При проверке гипотез с применением критерия Колмогорова рекомендуется использовать статистику с поправкой Большева в форме
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[image: image224.wmf]n

 – объем выборки; 
[image: image225.wmf]12
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 здесь и далее – упорядоченные по возрастанию выборочные значения; 
[image: image226.wmf](,)
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 – функция закона распределения, согласие с которым прове​ряют. Распределение величины 
[image: image227.wmf]K
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 при простой гипотезе в пределе подчиняется закону Колмогорова с функцией распределения 
[image: image228.wmf]()
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2. В критерии Смирнова используют статистику 
[image: image229.wmf]n
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 или статистику 
[image: image230.wmf]n
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. Реально в критерии обычно используют статистику вида (так в ISW) 
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которая при простой гипотезе в пределе подчиняется распределению 
[image: image232.wmf]2
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 с числом степеней свободы, равным 2. 

Гипотезу 
[image: image233.wmf]0
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 не отвергают, если для вычисленного по выборке значения статистики 
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3. В критерии
[image: image236.wmf]2
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 Крамера–Мизеса–Смирнова статистика имеет вид 
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(5.3)

которая при простой гипотезе в пределе подчиняется закону с функцией рас​пределения 
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где 
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 – модифицированные функции Бесселя вида


[image: image242.wmf]2

0

2

(),,arg

(1)(1)

k

k

z

Izzz

kk

n+

¥

n

=

æö

ç÷

èø

=<¥<p

å

G+G+n+

.
4. Статистика 
[image: image243.wmf]2
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 критерия Андерсона–Дарлинга
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В пределе при проверке простой гипотезы эта статистика подчиняется закону с функцией распределения 
[image: image245.wmf]2()
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, имеющей вид
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В практике статистического анализа с необходимостью использования критериев согласия приходится сталкиваться как при проверке простой гипотезы 
[image: image248.wmf]H
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 - плотность распределения наблюдае​мого зако​на, 
[image: image251.wmf]q
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 - известное истинное значение параметра (вектора параметров) закона, так и при проверке сложной гипотезы 
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. Проблемы имеются, когда оценка 

 параметра предполагаемого закона распределения  вычисляется по той же самой выборке, по которой проверяется согласие. Если оценка 

 вычисляется по другой выборке, то ситуация не отличается от проверки про​стой гипотезы. В дальнейшем, если оценка параметра 

 вычисляется по этой же выборке, будем обозначать сложную гипотезу 
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В случае проверки сложных гипотез предельные распределения ста​тистик непараметрических критериев согласия типа Колмогорова, Смирнова, 
[image: image256.wmf]w
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 Крамера–Мизеса–Смирнова и 
[image: image257.wmf]W

2

 Андерсона–Дарлинга и других, при справедли​вости нулевой гипотезы 
[image: image258.wmf]H
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:



EMBED Equation.3[image: image259.wmf])
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 отличаются от предельных распределений классических статистик (когда по выборке не оце​ниваются пара​метры) [3]. В случае сложной гипотезы предельные распределения статистик зависят: от вида наблюдаемого закона, от количества и типа оцениваемых параметров этого распределения, от используемого метода оценивания параметров. А при ограниченных объемах выборок распределения статистик существенно зависят и от объема выборки. 

Знание распределения статистики при проверке одной и той же гипотезы, но при различных истинных гипотезах (
[image: image260.wmf]0
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 или 
[image: image261.wmf]1

H

) позволяет определить мощность критерия, т.е. его способность различать эти гипотезы. Задавая конкретную альтернативу и имея возможность построить распределения статистик при истинности нулевой гипотезы 
[image: image262.wmf]0
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 (
[image: image263.wmf])
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) и истинности альтернативы 
[image: image264.wmf]1
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 (
[image: image265.wmf])
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), можно при заданном уровне значимости 
[image: image266.wmf]a

 вычислить мощность критерия 
[image: image267.wmf]1
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, которая определяет способность различения этих гипотез.

Для построения распределения 
[image: image268.wmf])
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 (распределения статистики при спра​ведливой гипотезе 
[image: image269.wmf]0
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) следует моделировать псевдослучайные величины, соответствующие наблюдаемому закону и оценивать его параметры, после чего вычислять значение требуемой статистики 
[image: image270.wmf]S

. А для построения распределения 
[image: image271.wmf])
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 (распределения той же статистики при проверке той же самой сложной гипотезы 
[image: image272.wmf]0
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, но при справедливой гипотезе 
[image: image273.wmf]1
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) следует моделировать псевдослучайные величины по закону, соответствующему гипотезе 
[image: image274.wmf]1

H

, а оценивать параметры закона, соответствующего гипотезе 
[image: image275.wmf]0

H

.

Более подробная информация о применении непараметрических критериев согласия представлена в [3, 4].
Порядок выполнения 

1. Смоделировать распределение статистики 
[image: image276.wmf]S

 для заданного критерия согласия при простой гипотезе 
[image: image277.wmf]0

H

. Сравнить полученное эмпирическое распределение с предельным распределением классической статистики.  

2. Смоделировать распределение статистики 
[image: image278.wmf]S

 для этого же критерия согласия при сложной гипотезе 
[image: image279.wmf]0

H

. Попытаться идентифицировать полученное эмпирическое распределение, используя систему статистического анализа ISW.

3. Смоделировать распределения статистики 
[image: image280.wmf]S

 исследуемого критерия согласия при проверке простой и сложной гипотез 
[image: image281.wmf]0

H

 при справедливой гипотезе 
[image: image282.wmf]1

H

. Для того чтобы распределение, соответствующее гипотезе 
[image: image283.wmf]1

H

 было наиболее близким к распределению, соответствующему гипотезе 
[image: image284.wmf]0

H

, следует подобрать параметры распределения, соответствующего гипотезе 
[image: image285.wmf]1

H

, из условия минимизации расстояния до распределения, соответствующего основной гипотезе. 
4. Построить оперативные характеристики критерия для простой и сложных гипотез как функции вида 
[image: image286.wmf])
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. Сравнить мощность непараметрических критериев с мощностью критериев 
[image: image287.wmf]c

2

 Пирсона и Рао-Робсона-Никулина (оперативные характеристики критериев 
[image: image288.wmf]c

2

 Пирсона и Рао-Робсона-Никулина взять из отчетов по лабораторным работам № 3-4). 
Варианты заданий совпадают с заданиями из лабораторной работы № 3.

Контрольные вопросы 

1. Критерий Колмогорова при проверке простых и сложных гипотез?
2. Критерий Крамера-Мизеса-Смирнова при проверке простых и сложных гипотез?
3. Критерий Андерсона-Дарлинга при проверке простых и сложных гипотез?
4. Влияет ли метод оценивания параметров на распределения статистик непараметрических критериев согласия при проверке сложной гипотезы?
5. Влияют ли значения параметров на распределения статистик непараметрических критериев согласия при проверке сложной гипотезы?
6. Что представляет собой критерий Лиллиефорса?

Лабораторная работа 6. Экспериментальное исследование предельных распределений статистик непараметрических критериев согласия. Часть 2

Цель работы. Исследование распределений статистик непараметрических критериев согласия при проверке простых и различных сложных гипотез. Во рой части исследуются распределения статистик критериев согласия Купера, Ватсона, Жанга со статистиками 
[image: image289.wmf]K

Z

,
[image: image290.wmf]A

Z

 и 
[image: image291.wmf]C

Z

.

Методические указания 

1. В критерии Купера статистика определяется соотношением
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и используется в виде
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 определяются как в критерии Колмогорова. Предельным распределением 
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 является функция распределения
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Реально критерий используется с модифицированной статистикой
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распределение которой в меньшей степени, чем распределение 
[image: image300.wmf]n

nV

, зависит от 
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, либо со статистикой вида [3] 
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2. Статистика критерия Ватсона используется в следующей форме
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Предельное распределение статистики 
[image: image304.wmf]2
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 задается выражением
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3. Критерии Жанга являются развитием критериев Колмогорова, Крамера–Мизеса–Смирнова и Андерсона–Дардинга. Статистики критериев имеют вид:
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Критерии обладают несколько более высокой мощностью по сравнению с критериями Колмогорова, Крамера-Мизеса-Смирнова и Андерсона-Дарлинга. Недостатком критериев является зависимость распределений статистик от объёма выборок. 

Порядок выполнения: В данной работе проводится аналогичный цикл исследований относительно непараметрических критериев согласия Купера, Ватсона, Жанга (
[image: image309.wmf]K
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,
[image: image310.wmf]A
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 и 
[image: image311.wmf]C

Z

), что и в предыдущей лабораторной работе. 
Варианты заданий совпадают с заданиями из лабораторной работы № 3.

Контрольные вопросы 

1. Критерии Купера, Ватсона при проверке простых и сложных гипотез?
2.  Применение критериев согласия Жанга (
[image: image312.wmf]K

Z

,
[image: image313.wmf]A

Z

 и 
[image: image314.wmf]C

Z

) при проверке простых гипотез?

3. Применение критериев Жанга (
[image: image315.wmf]K

Z

,
[image: image316.wmf]A

Z

 и 
[image: image317.wmf]C

Z

) при проверке сложных гипотез?

Лабораторная работа № 7. Исследование критериев проверки отклонения от нормального закона. Часть 1. 
Цель работы. Исследование распределений статистик критериев, используемых при проверке отклонения эмпирических распределений наблюдаемых величин от нормального закона (в том числе критериев проверки гипотез о симметричности и о значении эксцесса при различных наблюдаемых законах). Исследование распределений статистик критериев Шапиро–Уилка, Эппса–Палли, Д’Агостино. Исследование и сравнение мощности критериев относительно близких конкурирующих гипотез.

Методические указания
1. Критерий симметричности предназначен для проверки гипотез о симметричности наблюдаемого закона (против наличия асимметрии) при объемах выборки 
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Проверяется гипотеза 
[image: image320.wmf]0
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:  
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=0 против альтернативы  
[image: image322.wmf]1
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>0  (поло​житель​ная асимметрия) или 
[image: image323.wmf]1

b

<0  (отрицательная асиммет​рия).

2. Критерий проверки на эксцесс рассматривается при объемах выборок 
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. Статистика критерия проверки на значение эксцесса имеет вид 
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Проверяется гипотеза вида 
[image: image326.wmf]0
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: 
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=3 против альтернативы 
[image: image328.wmf]2
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>3  (больший эксцесс) или 
[image: image329.wmf]2
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<3  (меньший эксцесс).

3. В критерии Шапиро-Уилка для вариационного ряда 
[image: image330.wmf])
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где индекс 
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 приведены в ГОСТ Р ИСО 5479-2002 и первоисточниках. Статистика критерия имеет вид 
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Гипотеза о нормальности отвергается при малых значениях статистики 
[image: image339.wmf]W

.

4. Статистика критерия Эппса-Палли для наблюдаемой выборки 
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где 
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. Выборка может быть неупорядо​чена, по​рядок наблюдений произволен, но он должен быть неизменным в те​чение всех проводимых вычислений. Гипотезу о нормальности отвер​гают при больших значениях статистики.

5. Модификация D’Agostino критерия проверки на симметричность. В данной модификации на основании следующих соотношений ста​тистика (7.1) преобразуется в статистику 
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, приближенно подчиняю​щуюся стандартному нормальному закону: 
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6. Модификация D’Agostino критерия одновременной проверки на симметричность и значение эксцесса. Здесь предло​жено преобразование статистик (7.2) и (7.1) к статистике 
[image: image350.wmf]2
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, приближенно распределенной в соответствии со стандартным нормальным законом. Преобразование осуществляется с помощью следующих соотношений: 
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Наиболее полная информация представлена в [2], дополнительная – доступна по адресам:

http://www.ami.nstu.ru/~headrd/seminar/publik_html/Izm_T_7.htm
http://www.ami.nstu.ru/~headrd/seminar/Kontrol_Q
Порядок выполнения 

Используя программу ISW, исследовать описанные выше критерии проверки отклонения наблюдаемых данных от нормального закона.  В частности:

1. Исследовать зависимость распределений статистик (7.1) и (7.2) от объема выборок в случае принадлежности наблюдений нормальному закону. При некотором объеме выборок смоделировать эмпирические распределения статистик (7.1) и (7.2) при законе, отличающемся от нормального. Сравнить распределения статистик со случаем нормальности наблюдаемого закона.

2. Исследовать распределения статистик критерия Шапиро-Уилка при различных объемах выборок. Оценить близость получаемых эмпирических распределений статистик к «теоретическим» по процентным точкам таблиц, соответствующим данному критерию. При некотором объеме выборок (n=10) смоделировать распределение статистики критерия при обобщённом нормальном законе (двустороннее экспоненциальное) при параметре формы, равном 4÷7. Сравнить с ситуацией, соответствующей справедливой проверяемой гипотезе о нормальном законе. Оценить мощность критерия.

3. Аналогично предыдущему пункту исследовать распределения статистики критерия Эппса-Палли.

4. Исследовать распределения статистики 
[image: image358.wmf]1

z

. Проверить близость эмпирических распределений статистики стандартному нормальному закону.

5. Исследовать распределения статистики 
[image: image359.wmf]2

z

. Проверить близость эмпирических распределений статистики стандартному нормальному закону.

6. Оценить мощность критериев со статистиками (7.3), (7.4), (7.5), (7.6) относительно заданной альтернативы.

Варианты заданий
	№
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	1
	Двустороннее экспоненциальное с параметром формы 3
	8
	Лапласа 

	2
	Двустороннее экспоненциальное с параметром формы 5
	9
	Коши

	3
	Двустороннее экспоненциальное с параметром формы 10
	10
	Двустороннее экспоненциальное с параметром формы 0.5

	4
	Двустороннее экспоненциальное с параметром формы 7
	11
	Гамма-распределение с параметром формы 5

	5
	Распределение экстремальных значений (минимум)
	12
	Распределение экстремальных значений (максимум)

	6
	Экспоненциальное
	13
	Нормальное с масштабом 10

	7
	Логистическое 
	14
	Нормальное со сдвигом 10


Контрольные вопросы 

1. Какие альтернативы плохо различимы критериями проверки отклонения от нормальности Шапиро-Уилка и Эппса-Палли?

2. Можно ли по результатам проверки симметричности закона и проверки эксцесса утверждать о нормальности проверяемых данных?

3. Начиная с каких объемов выборок, критерии согласия не уступают по мощности критериям проверки на нормальность (Шапиро-Уилка, Эппса-Палли)?

Лабораторная работа № 8. Исследование критериев проверки отклонения от нормального закона. Часть 2. 

Цель работы. Исследование распределений статистик критериев, используемых при проверке отклонения эмпирических распределений от нормального закона. Исследование распределений статистик критериев Фросини, Хегази–Грина, Шпигельхальтера, Гири, Дэвида–Хартли–Пирсона. Исследование и сравнение мощности критериев относительно близких конкурирующих гипотез.

Методические указания
1. Статистика критерия Фросини имеет вид
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где элементы выборки 
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 – функция распределения стандартного нормального закона 
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Применение критерия несколько осложняется тем, что условные распределения 
[image: image370.wmf]0

()

n

GBH

 статистики критерия Фросини при справедливости проверяемой гипотезы 
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 зависят от объемов выборок 
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2. В критериях Хегази и Грина используются статистики:
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где 
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. Проверяемая гипотеза отклоняется при больших значениях статистик. Распределения этих статистик очень сильно зависят от объема выборки.
3. Критерий Гири опирается на статистику


[image: image381.wmf]1

1

,

n

i

i

dxx

ns

=

=-

å



(8.4)
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Критерий является двусторонним, и гипо​теза о нормальности не отклоняется, если 
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4. В критерии Дэвида–Хартли–Пирсона рассматривается отно​шение размаха выборки к выборочному стандартному отклонению, и его статистика имеет вид
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где 
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 – несмещенная оценка дисперсии.

Распределения статистики 
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 при справедливости проверяемой гипотезы зависят от объ​ема выборки. 

Критерий двусторонний: гипотеза о нормальности распределения отвер​гается, если 
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5. Статистика критерия Шпигельхальтера базируется на комбинации статистик критериев Гири и Дэвида, Хартли и Пирсона и имеет вид:


[image: image391.wmf](

)

(

)

(

)

{

}

1

1

1

1

n

n

n

n

TCUg

--

--

-

¢

=+

,


(8.6)

где 
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 – статистика (8.5) критерия Дэвида–Хартли–Пирсона; 
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 – статистика (8.4) критерия Гири.

Проверяемая гипотеза о принадлежности анализируемой выборки нор​мальному закону по критерию Шпигельхальтера отклоняется при больших значениях статистики 
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6. Критерий Ройстона. В качестве статистики критерия Шапиро-Уилка вычисляют величину
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Применение критерия при больших 
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 затруднено из-за отсутствия коэффициентов 
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Ройстоном получены приближенные выражения, позволяющие вычислять статистику 
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Затем, вычисляя нормализующие коэффициенты для 
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Применение критерия существенно упрощается благодаря использованию следующего нормализующего преобразования. Для 
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Если критерий Шапиро-Уилка левосторонний, то критерий Ройстона является правосторонним. Проверяемая гипотеза отклоняется при больших значениях статистики
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которая при справедливости 
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 приближенно описывается стандартным нормальным законом. Отличием распределения статистики (8.7) от стандартного нормального закона можно практически пренебречь при объёмах выборок 
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Порядок выполнения 

Используя программу ISW, исследовать описанные выше критерии проверки отклонения наблюдаемых данных от нормального закона. В частности:

1. Исследовать зависимость распределений статистик (8.1) – (8.7) от объема выборок в случае принадлежности наблюдений нормальному закону.
2. Оценить близость получаемых эмпирических распределений статистик (8.1) – (8.3) и (8.5) – (8.6) к «теоретическим» по процентным точкам таблиц, соответствующим данному критерию. 
3. Оценить близость получаемых эмпирических распределений статистик (8.4) и (8.7) к стандартному нормальному закону.

4. При некотором объеме выборок (n=10) смоделировать распределения статистик критериев при обобщённом нормальном законе (двустороннее экспоненциальное распределение) при параметре формы, равном 4÷7. Сравнить с ситуацией, соответствующей справедливой проверяемой гипотезе о нормальном законе. Оценить мощность критериев относительно данного обобщённого нормального закона.

5. Оценить мощность критериев со статистиками (8.1) – (8.7) относительно заданной альтернативы. Сравнить с мощностью критериев, рассмотренных в предшествующей работе.
Варианты заданий совпадают с заданиями из лабораторной работы № 7.
Контрольные вопросы 

1. Достоинства и недостатки критерия Фросини?

2. Достоинства и недостатки критериев Хегази–Грина?

3. Достоинства и недостатки критерия Гири?

4. Достоинства и недостатки критерия Дэвида–Хартли–Пирсона?

5. Достоинства и недостатки критерия Шпигельхальтера?

6. Перечислите достоинства и недостатки критерия Ройстона?

7. Какие критерии и относительно каких конкурирующих гипотез оказываются смещёнными при малых объёмах выборок? 
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Приложение. Законы распределения наблюдаемых случайных величин
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