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I. ВВЕДЕНИЕ 

ОДЕЛИ В ВИДЕ систем одновременных 

уравнений (СОУ) широко используются 

при решении различных прикладных задач, осо-

бенно при описании экономических процессов. С 

помощью таких моделей можно описывать пове-

дение процентных ставок, спрос на пищевые 

продукты, экономику страны.  

Как и для любой другой математической мо-

дели какого-либо экономического явления или 

процесса, основной целью построения моделей в 

виде СОУ является прогнозирование значений 

интересующих исследователя переменных. По-

этому после того, как закончено построение мо-

дели, естественным образом возникают вопросы 

о том, насколько удачно удалось ее специфици-

ровать, идентифицировать и даст ли ее использо-

вание результаты, достаточно адекватные дейс т-

вительности. Ответы на эти вопросы может дать 

проверка статистических гипотез с помощью 

различных критериев. 

Часто используемые статистические критерии 

основываются на предположении, что шум имеет 

нормальное распределение, а также их свойства 

носят асимптотический характер. На практике же 

исследователь имеет дело с ограниченными объ-

емами наблюдений, а гипотеза о нормальности 

шума выполняется далеко не всегда. Если этому 

не придавать значения и пользоваться стандарт-

ными процедурами анализа, то можно делать 

ошибочные выводы.  

Так, например, в [1] распределение статисти-

ки критерия Андерсона-Рубина рассматривается 

только при нормальном распределении шума, в 

[2] сказано, что статистика критерия переопреде-

ления имеет асимптотическое распределение, а 

при каких распределениях шума это выполняется 

ничего не сказано. 

Процедура построения интервального про-

гноза эндогенных переменных, описанная в [3, 

4], базируется на статистике Хотеллинга, рас-

пределение которой известно только при нор-

мальном распределении шума. Кроме того, в [4] 

нет информации о распределении этой статисти-

ки в условиях малых объемов выборок, и пред-

полагается, что среди предопределенных пере-

менных нет лаговых эндогенных.  

II. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ  

Таким образом, цель настоящей работы за-

ключалась в исследовании распределения стати-

стики Хотеллинга и статистик критериев Андер-

сона-Рубина и переопределения в выборках ко-

нечных размеров и при нарушении предположе-

ния нормальности шума. Отдельной задачей 

стояло исследование влияния на распределение 

статистики Хотеллинга наличия среди предопре-

деленных переменных лаговых эндогенных. 

Кроме того, было проведено сравнение точности 

прогнозов эндогенных переменных при разных 

методах оценивания приведенной формы. 

К решению поставленных задач возможны 

два подхода. Первый заключается в изучении 

строгой аналитической формы законов распре-

деления статистик, а второй – в определении 

этих распределений эмпирически, с помощью 

достаточного числа искусственных выборок, 

полученных с использованием методики компь-

ютерного моделирования.  

За редким исключением, применение первого 

подхода оказывается чрезвычайно сложным из -

за нетривиальности возникающих при этом за-

дач. Тогда как второй подход представляет собой 

доступный и эффективный аппарат проведения 

таких исследований. Поэтому в работе основное 

внимание было уделено второму подходу. 
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III. ТЕОРИЯ СОУ 

Пусть n  – количество временных тактов, Y  

– матрица наблюдений за всеми эндогенными 

переменными размерности mn , X  – матрица 

наблюдений за всеми предопределенными пере-

менными размерности pn , 
im  – количество 

эндогенных переменных, входящих в i -е урав-

нение СОУ, 
ip  – количество предопределенных 

переменных, входящих в i -е уравнение СОУ. 

При использовании критерия Андерсона-

Рубина предполагается, что i -е структурное 

уравнение СОУ имеет следующий вид: 

)()_()()_()()( iihiXiiYY i   ,      (1) 

где 
)(iY  и )(iY  – матрицы эндогенных перемен-

ных размерности 1n  и 1 imn , соответст-

венно, )(iX  – матрица предопределенных пере-

менных размерности 
ipn , )_(i  и )_(ih  – 

векторы неизвестных параметров размерности 

1im  и 
ip , соответственно, )(i  – вектор слу-

чайных составляющих размерности n . 

Критерий Андерсона-Рубина используется 

для проверки гипотезы вида 
00 )_(:  iH  для 

уравнения (1) на основе следующей статистики 
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При верной гипотезе статистика (2) подчиня-

ется распределению Фишера со степенями сво-

боды ipp   и pn . 

При использовании критерия переопределе-

ния предполагается, что i -е структурное урав-

нение СОУ имеет вид: 
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где )(i  – вектор параметров размерности im , в 

котором i -й элемент равен 1, tiY _  – вектор эн-

догенных переменных размерности im , )(iX t  – 

вектор предопределенных переменных размер-

ности ip , а )(_ iX tост  – вектор размерности 

ipp   предопределенных переменных, не вхо-

дящих в уравнение. 

Критерий переопределения позволяет прове-

рить гипотезу о том, что рассматриваемое струк-

турное уравнение (3) не содержит предопреде-

ленных переменных )(_ iX tост , на основе стати-

стики [2]: 
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Для нахождения оценок параметров )(i  и  

)_(ih  можно использовать любой из состоя-

тельных методов, таких как двухшаговый МНК 

(TSLS) [3], метод Комиссии Коулса (LIML) [2], 

модифицированный LIML SDUNB [5]. 

При верной гипотезе статистика (4) асимпто-

тически подчиняется 
2 -распределению со сте-

пенью свободы 1 ii mpp . 

Как уже было сказано, распределение стати-

стики (2) в [1] рассматривается только при нор-

мальном распределении шума, а в [2] нет ин-

формации о том, при каком распределении шума 

статистика (4) подчиняется своему асимптотиче-

скому распределению.  

Точечный прогноз эндогенных переменных 

nY  на   временных тактов вперед строится с 

помощью формулы: 

    nn XY ,                        (5) 

где nX  – значения предопределенных пере-

менных в момент времени n ,   – оценка 

матрицы приведенной формы СОУ, которую 

можно получить либо по обычному методу наи-

меньших квадратов (OLS), либо для ее нахожде-

ния использовать оценки матриц структурной 

формы, полученные по состоятельным методам 

(TSLS, LIML, SDUNB). 

Истинные значения эндогенных переменных 

nY  с заданной доверительной вероятностью 

1  концентрируются внутри эллипсоида рас-

сеяния с центром в точке nY , вывод которого 

опирается на тот факт, что при нормально рас-

пределенных случайных составляющих стати-

стика Хотеллинга подчиняется распределению 

Фишера со степенями свободы m  и 

1 mpn  при условии, что среди предопре-

деленных переменных нет лаговых эндогенных. 



Статистика Хотеллинга имеет следующий 

вид [4]: 
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IV. РЕЗУЛЬТАТЫ ЭКСПЕРИМЕНТОВ 

Объем N  выборок значений исследуемых 

величин (статистик, ошибок прогноза, оценок) 

принимался равным 10000. 

Рассмотренные системы: 
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Предполагалось, что  истинные значения па-

раметров системы (7) равны 212  , 311 h , 

221  , 422 h , а системы (8) – 112  , 

311 h , 212 h , 221  , 423 h , 124 h . 

Предопределенные (экзогенные) переменные 

изменялись в диапазоне [-5,5]. 

Исследования распределений статистик (2), 

(4), (6) проводились на системах (7), (8) для ряда 

объемов выборок n  (малого размера и достаточ-

но большого) и  случайных составляющих, рас-

пределенных по экспоненциальному семейству с 

плотностью  
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и значениями параметра формы 2  (нор-

мальное распределение), 1  (распределение 

Лапласа), 4 , 5.0  и 25.0 . 
Из результатов моделирования следует, что 

при нормальном шуме распределение статистики 

Андерсона-Рубина достаточно хорошо согласу-

ется с распределением ),( pnppF i  , как при 

малых объемах выборок, так и при больших.  

Кроме того, моделирование показало, что  от-

клонения распределения шума от нормального 

закона в сторону Лапласа и семейства (9) с 

4  не оказывает сильного влияния на рас-

пределение статистики (2). 

Но отклонения распределения шума от нор-

мального закона в сторону семейства (9) с 

5.0  и 25.0  оказывают более заметное 

влияние на распределение статистики Андерсо-

на-Рубина при малых объемах выборок. 

Так, на рис. 1 представлено эмпирическое и 

теоретическое распределение статистики Андер-

сона-Рубина для первого уравнения системы (7) 

при объеме выборки 15 и случайных составляю-

щих, подчиненных закону Лапласа. Графики ви-

зуально практически совпадают, а количествен-

ной мерой близости служат достигнутые уровни 

значимости по критериям согласия, которые в 

данном случае достаточно высокие. 

 
Рис. 1. Распределение статистики Андерсона-Рубина при 
n=15 и шуме, подчиненному закону Лапласа 

На рис. 2 представлено эмпирическое распре-

деление статистики Андерсона-Рубина для пер-

вого уравнения системы (7) при случайных со-

ставляющих, имеющих распределение (9) с 

25.0 , и объеме выборки 15 и соответствую-

щее распределение Фишера. Графики заметно 

отличаются визуально, а достигнутые уровни 

значимости по всем критериям согласия равны 

нулю. 

 

Рис. 2. Распределение статистики Андерсона-Рубина при 
шуме, распределенном по экспоненциальному  семейству с 
параметром формы 0.25, и n=15 

Критерий переопределения показал большую 

устойчивость к отклонениям  распределения шу-

ма от нормального закона. Графики эмпириче-

ского распределения статистики (4) в этом слу-

чае практически сливаются, поэтому приводить 

их не имеет смысла.  

Но, в отличие от статистики Андерсона-

Рубина, распределение статистики критерия пе-



реопределения при малом объеме выборки ощу-

тимо отличается от асимптотического распреде-

ления при нормальном законе. Так, на рис. 3 

представлено теоретическое и эмпирическое 

распределение статистики (4) для первого урав-

нения системы (8) при разных объемах выборки. 

В данном случае при объеме выборки 70 гипоте-

за о согласии с теоретическим законом распреде-

ления не отвергается. 

 

 
Рис. 3. Распределение статистики критерия переопределения 
при разном объеме выборки 

Метод оценивания параметров практически 

не влияет на распределение статистики критерия 

переопределения. 

Когда в точечном прогнозе (5) используется 

оценка матрицы приведенной формы по методу 

OLS (Reduce OLS) и среди предопределенных 

переменных нет лаговых эндогенных, распреде-

ление статистики Хотеллинга при нормальном 

шуме хорошо согласуется с )1,(  mpnmF  

как при малых объемах выборок, так и при 

больших. 

Но распределение статистики Хотеллинга 

очень чувствительно к отклонениям распределе-

ния шума от нормального закона. На  рис. 4 при-

ведено эмпирическое распределение статистики 

(6) для системы (8) при объеме выборки 15 и 

случайных составляющих, распределенных по 

нормальному закону, экспоненциальному семей-

ству (9) с 4  и закону Лапласа. 

 
Рис. 4. Распределение статистики Хотеллинга при n=15 и 

разном распределении шума 

Из рис. 4 видно, что  использование верхних 

100 -процентных точек «классического» рас-

пределения Фишера в случае экспоненциального 

семейства (9) с 4  будет приводить к интер-

валам, покрывающим истинные значения эндо-

генных переменных с вероятностью большей, 

чем -1 , а в случае распределения Лапласа – к 

интервалам, покрывающим истинные значения 

эндогенных переменных с вероятностью мень-

шей, чем -1P  . Как показало моделирова-

ние, для случая, представленного на рис. 4, при 

использовании %10  точки распределения 

10) F(2,  (распределения Фишера, соответст-

вующего данному случаю) вероятность покры-

тия истинных значений эндогенных переменных 

для нормального закона равна 0.8951, для экспо-

ненциального семейства (9) с 4  – 0.9186, а  

для закона Лапласа – 0.868. 

Чтобы при нарушении предположения нор-

мальности шума правильно построить интер-

вальный прогноз можно для нахождения верхней 

процентной точки использовать либо непосред-

ственно полученную в процессе моделирования 

эмпирическую функцию распределения стати-

стики (6), либо приближенную аналитическую 

модель, хорошо ее аппроксимирующую. Иссле-

дования показали, что распределение статистики 

Хотеллинга при отклонениях распределения шу-

ма от нормального закона наилучшим образом 

описывается бета-распределением 2-го или 3-го 

рода и Г-распределением.  

Из результатов исследования следует, что  ес-

ли среди предопределенных переменных присут-

ствуют лаговые эндогенные переменные, прини-

мающие действительно наблюденные значения , 

то ситуация при построении интервального про-

гноза ничем не отличается от рассмотренных 

выше. Если же лаговые эндогенные переменные, 

входящие в СОУ, также приходится прогнозиро-

вать, то распределение статистики Хотеллинга 

отличается от ее распределений  в рассмотрен-

ных ранее случаях. 

Если для нахождения оценки матрицы приве-

денной формы сверхидентифицируемой системы 

использовать оценки матриц структурной фор-

мы, полученные по состоятельным методам 

(TSLS, LIML, SDUNB), то эта оценка при малых 

объемах выборок будет точнее, чем при исполь-

зовании метода Reduce OLS. Это связано с тем, 

что метод Reduce OLS не учитывает сверхиден-

тифицирующие ограничения, наложенные на 

приведенную форму системы. Следовательно, в 

данном случае и точечные прогнозы, построен-

ные при использовании оценки матрицы приве-

денной формы, полученной из оценок матриц 

структурной формы по методам TSLS, LIML, 

SDUNB (Reduce SDUNB), при малых объемах 



выборок будут точнее, чем при использовании 

метода Reduce OLS. 

Так, на рис. 5 представлены эмпирические 

распределения ошибки прогноза эндогенной пе-

ременной 
)2(

ty  системы (8) при оценках Reduce 

OLS и Reduce SDUNB, объеме выборки 15 и 

нормально распределенных случайных состав-

ляющих. 

 
Рис. 5. Распределение ошибки прогноза при n=15 и разных 
методах оценивания приведенной формы 

Из рис. 5 видно, что средние значения оши-

бок прогноза близки к нулю, что говорит о не-

смещенности прогнозов, а среднее квадратиче-

ское отклонение для оценки Reduce SDUNB 

меньше, чем для оценки Reduce OLS. Таким об-

разом, при малых объемах выборок для сверх-

идентифицируемой системы прогноз, основан-

ный на оценках Reduce OLS, менее точен, чем 

прогноз, основанный на оценках Reduce SDUNB. 

С ростом объема выборки различие между 

оценками матрицы приведенной формы стано-

вится менее существенным, а, следовательно, и 

различие распределений ошибок прогноза также 

становится менее существенным.  

Использование верхних процентных точек 

действительного распределения статистики Хо-

теллинга, вычисленной при оценке Reduce 

SDUNB, для построения интервальных прогно-

зов для сверхидентифицируемых систем при ма-

лых объемах выборок будет приводить к более 

узким интервалам, чем при оценке Reduce OLS, 

при той же вероятности -1 . 

V. ЗАКЛЮЧЕНИЕ  

Методика компьютерного моделирования по-

зволяет относительно просто и быстро исследо-

вать статистические закономерности. Конечно, 

она имеет и свои недостатки. Выводы, получен-

ные по методике компьютерного моделирования, 

имеют меньшую степень обобщения по сравне-

нию с аналитическими. 

В работе методика компьютерного моделиро-

вания была успешно применена к исследованию 

распределений статистик критериев и процедуры 

построения прогнозов эндогенных переменны х. 

По результатам исследования можно сделать 

следующие выводы. 

Если распределение шума имеет не слишком 

«тяжелые» хвосты по сравнению с нормальных 

законом, то критерий Андерсона-Рубина можно 

без особых опасений применять на практике, как 

при малых объемах выборок, так и при больших.  

Асимптотическое распределение статистики 

критерий переопределения можно применять без 

опасения сделать ошибочный вывод только при 

достаточно больших объемах выборки. 

При нормальном распределении шума по-

строение интервальных прогнозов эндогенных 

переменных при использовании оценок Reduce 

OLS будет корректным при любом объеме вы-

борки. 

В случае отклонения распределения шума от 

нормального закона можно построить прибли-

женную аналитическую модель, хорошо описы-

вающую распределение статистики Хотеллинга, 

и пользоваться ей для нахождения верхних про-

центных точек. 

Лаговые эндогенные переменные не влияют 

на распределение статистики Хотеллинга, если 

они принимают действительно наблюденные 

значения. 

Использование оценок Reduce SDUNB и др. 

для сверхидентифицируемых систем обеспечи-

вает при малых объемах выборок более точные 

прогнозы, чем использование оценок Reduce 

OLS. 
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