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ПРОВЕРКА СЛОЖНЫХ ГИПОТЕЗ О СОГЛАСИИ  

С РАСПРЕДЕЛЕНИЯМИ ДЖОНСОНА НА ОСНОВЕ 

ИСПОЛЬЗОВАНИЯ НЕПАРАМЕТРИЧЕСКИХ КРИТЕРИЕВ 
 

The fact that criterion 
2

 is more powerful then non-parametric criteria like Kolmogo-

rov’, 2  and Mizes’ .2  The statistics dimension of agreement criteria depends on estimation me-

thod. The tables with recommendations for complicated hypotheses checking of some particular 

dimensions. 

 

Одной из наиболее распространенных задач статистического анализа при обработке 

результатов экспериментальных наблюдений является проверка согласия полученного 

опытного распределения с теоретическим. Применяя критерии согласия, различают провер-

ку простых и сложных гипотез. Простая проверяемая гипотеза имеет вид :0H  

),,()( xFxF  где ),(xF  – функция распределения вероятностей, с которой проверяется 

согласие наблюдаемой выборки;  – известное значение параметра (скалярного или вектор-

ного). При проверке сложной гипотезы проверяемая гипотеза имеет вид :0H  

,),,()( xFxF  где  – область возможных значений параметра. В этом случае оцен-

ка параметра распределения ˆ  вычисляется по той же самой выборке, по которой проверя-

ется согласие.  

В процессе проверки согласия по выборке вычисляется значение *S  статистики ис-

пользуемого критерия. Затем для того, чтобы сделать вывод о том, принять или отклонить 

гипотезу ,0H  необходимо знать условное распределение )( 0HSG  статистики S  при спра-

ведливости .0H  И если вероятность 

*

)(}{ 0
*

S

dsHsgSSP  

достаточно большая, по крайней мере ,}{ *SSP  где )( 0Hsg  – условная плотность,  

а  – задаваемый уровень значимости (вероятность ошибки первого рода – отклонить спра-

ведливую гипотезу ),0H  то принято считать, что нет оснований для отклонения гипотезы .0H  

К наиболее используемым критериям согласия относятся непараметрические крите-

рии типа Колмогорова, 2  и 2  Мизеса. В критерии Колмогорова в качестве расстояния 

между эмпирическим и теоретическим законом используется величина 

,),()(sup xFxFD n
x

n  

где )(xFn  – эмпирическая функция распределения, ),(xF  – теоретическая функция распре-

деления, n  – объем выборки. При проверке гипотез обычно используется статистика  

вида [1] 
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ки; nxxx  , , , 21   – упорядоченные по возрастанию выборочные значения; ),(xF  – функция 
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закона распределения, согласие с которым проверяется. Распределение величины KS  при 

простой гипотезе в пределе подчиняется закону Колмогорова )(SK  [1].  

В критериях типа 2  расстояние между гипотетическим и истинным распределе-

ниями рассматривается в квадратичной метрике 

2{ [ ( )] ( )} ( ( )) ( ),nE F x F x F x dF x  

где Е[·] – оператор математического ожидания. 

При выборе 1)(t  в критериях типа 2  Мизеса пользуются статистикой (стати-

стика Крамера–Мизеса–Смирнова) вида  
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которая при простой гипотезе подчиняется распределению )(1 Sa  [1]. 

При выборе )(/)( ttt 11  в критериях типа 
2
 Мизеса статистика (статистика 

Андерсона–Дарлинга) имеет вид  
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В пределе эта статистика подчиняется распределению )(2 Sa  [1]. 

В случае простых гипотез предельные распределения статистик непараметрических 

критериев типа Колмогорова, 2  и 2  Мизеса известны давно и не зависят от вида наблю-

даемого закона распределения и значений его параметров. Говорят, что эти критерии явля-

ются свободными от распределения. Это достоинство предопределяет широкое использова-

ние данных критериев в приложениях. 

При проверке сложных гипотез, когда по той же самой выборке оцениваются пара-

метры наблюдаемого закона ),,(xF  непараметрические критерии согласия теряют свойство 

свободы от распределения. Однако мощность непараметрических критериев при проверке 

сложных гипотез при тех же объемах выборок n  всегда существенно выше, чем при провер-

ке простых гипотез. И если при проверке простых гипотез непараметрические критерии ти-

па Колмогорова, 2  и 2  Мизеса уступают по мощности критериям типа 2  при условии, 

что в последних используется асимптотически оптимальное группирование [2…5], то при 

проверке сложных гипотез непараметрические критерии оказываются более мощными. Для 

того чтобы воспользоваться их преимуществами, надо только знать распределение )( 0HSG  

для проверяемой сложной гипотезы. 

Различия в предельных распределениях тех же самых статистик при проверке про-

стых и сложных гипотез очень существенны. Поэтому предостережения против неаккурат-

ного применения критериев согласия при проверке сложных гипотез неоднократно подни-

мались на страницах печати [6…8].  

При проверке сложных гипотез на условный закон распределения статистики 

)( 0HSG  влияет целый ряд факторов, определяющих сложность гипотезы: вид наблюдаемо-

го закона ),,(xF  соответствующего истинной гипотезе ;0H  тип оцениваемого параметра и 

количество оцениваемых параметров; в некоторых ситуациях – конкретное значение пара-

метра (например, в случае гамма-распределения); используемый метод оценивания парамет-

ров и точность вычисления оценок. 

Исходной точкой для исследований предельных распределений статистик непара-

метрических критериев согласия при сложных гипотезах послужила работа [9]. В литера-

турных источниках изложен ряд подходов к использованию непараметрических критериев 

согласия в случае проверки сложных гипотез. При достаточно большом объеме выборки ее 

можно разбить на две части и по одной из них оценивать параметры, а по другой проверять 
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согласие [10]. В некоторых частных случаях предельные распределения статистик исследо-

вались аналитическими методами [11], процентные точки распределений строились метода-

ми статистического моделирования [12…15]. Для приближенного вычисления вероятностей 

согласия вида }{ *SSP  (достигаемого уровня значимости) строились формулы, дающие 

достаточно хорошие приближения при малых значениях соответствующих вероятностей 

[16…20]. В работах [21…24] исследование распределений статистик непараметрических 

критериев согласия и построение моделей этих распределений осуществлялось с использо-

ванием методики компьютерного анализа статистических закономерностей. 

Наши исследования [21…24] показали, что распределения статистик критериев со-

гласия существенно зависят от метода оценивания параметров. Вообще говоря, каждому ти-

пу оценок при конкретной сложной проверяемой гипотезе соответствует свое предельное 

распределение )( 0HSG  статистики. В случае использования метода максимального правдо-

подобия распределения статистик )( 0HSG  в значительной степени зависят от закона, соот-

ветствующего гипотезе .0H  В то же время разброс распределений )( 0HSG  при использова-

нии MD-оценок, минимизирующих статистику критерия, в существенно меньшей степени 

зависит от вида закона ),,(xF  соответствующего гипотезе .0H  Это позволяет говорить об 

определенной «свободе от распределения» для рассматриваемых критериев. Если опираться 

только на этот факт, то, казалось бы, что только такие методы оценивания и следует приме-

нять при проверке сложных гипотез. Однако исследование мощности рассматриваемых кри-

териев при различных методах оценивания показало, что наибольшую мощность данные 

критерии при близких альтернативах имеют в случае использования оценок максимального 

правдоподобия (ОМП). 

При малых объемах выборки n  распределения )( 0HSG n  зависят от n. Однако суще-

ственная зависимость распределения статистик от n  наблюдается только при небольших 

объемах выборки. При 20...15n  распределения )( 0HSG n  достаточно близки к предельным 

)( 0HSG  и зависимостью от n  можно пренебречь. 

Построенные на настоящий момент таблицы процентных точек и предельные рас-

пределения статистик непараметрических критериев ограничены относительно узким кру-

гом сложных гипотез. Это объясняется тем, что построение предельного распределения ана-

литическими методами выливается в чрезвычайно непростую задачу. В то же время методи-

ка компьютерного анализа статистических закономерностей, хорошо зарекомендовавшая 

себя при моделировании распределений статистик критериев [21…24], позволяет при необ-

ходимости без существенных трудностей расширить этот круг.  

Согласно этой методике, в соответствии с законом )ˆ,(xF  следует смоделиро- 

вать N  выборок того же объема n, что и выборка, для которой необходимо проверить гипо-

тезу  

:0H  ),,()( xFxF . 

Далее для каждой из N  выборок вычислить оценки тех же параметров закона, а затем зна-

чение статистики S  соответствующего критерия согласия. В результате будет получена вы-

борка значений статистики NSSS  ,... , , 21  с законом распределения )( 0HSG n  для проверяе-

мой гипотезы .0H  По этой выборке при значительных N  можно построить достаточно 

гладкую эмпирическую функцию распределения ),( 0HSG nN  которой можно непосредст-

венно воспользоваться для вывода о том, следует ли принимать гипотезу .0H  При необхо-

димости можно по )( 0HSG nN  построить приближенную аналитическую модель, аппрокси-

мирующую ),( 0HSG nN  и тогда уже, опираясь на эту модель, принимать решение относи-

тельно проверяемой гипотезы.  

Как показали наши исследования, хорошей аналитической моделью для )( 0HSG nN  

часто оказывается один из следующих четырех законов: логарифмически нормальный,  
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гамма-распределение, распределение Su-Джонсона или распределение Sl-Джонсона [23; 24]. 

В крайнем случае, всегда можно, опираясь на ограниченное множество законов распределе-

ния, построить модель в виде смеси законов. 

В работах [23; 24] авторами были построены модели предельных распределений ста-

тистик рассматриваемых критериев при проверке сложных гипотез относительно 13 различ-

ных законов наблюдаемых случайных величин при использовании ОМП и MD-оценок.  

В данной работе получены модели предельных распределений статистик при проверке раз-

личных сложных гипотез о согласии с распределениями Sb-, Sl- и Su-Джонсона и использо-

вании ОМП. Модели распределений статистик, построенные в результате применения этой 

методики, представлены в табл. 1…3. 
 

Таблица 1 

Модели предельных распределений статистик непараметрических критериев  

при проверке гипотез о согласии с распределением Sb-Джонсона 

Оцениваемый 

параметр 

Распределения статистики 

Колмогорова 

Распределения статистики 
2

 Мизеса 

Распределения статистики 
2

 Мизеса 

0  ln N(–0,411 5; 0,224 8) ln N(–2,750 9; 0,548 7) Su(–2,838 7; 1,635 4;  

0,123 2; 0,109 1) 

1  (3,411 3; 0,142 4; 0,350 4) Sl(0,992 6; 1,004 4;  

0,233 2; 0,014 8) 

Su(–2,748 5; 1,132 4;  

0,087 5; 0,142 0) 

0 , 1  (5,226 1; 0,066 3; 0,288 6) Su(–2,513 7; 1,552 4;   

0,015 9; 0,011 8) 

Su(–2,121 0; 1,549 0;  

0,111 3; 0,132 5) 

 

Таблица 2 

Модели предельных распределений статистик непараметрических критериев  

при проверке гипотез о согласии с распределением Sl-Джонсона 

Оцениваемый 

параметр 

Распределения статистики 

Колмогорова 

Распределения статистики 
2

 Мизеса 

Распределения статистики 
2

 Мизеса 

0  ln N(–0,411 0; 0,228 1) ln N(–2,743 7; 0,560 5) Su(–2,428 6; 1,513 9;  

0,130 6; 0,135 8) 

1  ln N(–0,212 6; 0,306 6) Sl(1,001 6; 0,981 9;  

0,251 1; 0,014 3) 

Su(–2,500; 1,112 3; 

0,108 3; 0,143 4) 

2  ln N(–0,411 0; 0,228 1) ln N(–2,743 7; 0,560 5) Su(–2,428 6; 1,513 9;  

0,130 6; 0,135 8) 

,0  1  (5,141 6; 0,067 2; 0,288 6) Su(–1,874 4; 1,2526;  

0,014 2; 0,019 8) 

Su(–2,355 0; 1,579 7;  

0,105 0; 0,117 9) 

,0  2  ln N(–0,422 6; 0,226 6) ln N(–2,764 4; 0,556 9) Su(–3,099 7; 1,556 8;  

0,093 7; 0,102 3) 

,1  2  (5,141 6; 0,067 2; 0,288 6) Su(–1,874 4; 1,252 6;   

0,014 2; 0,019 8) 

Su(–2,355 0; 1,579 7;  

0,105 0; 0,117 9) 

,0  ,1 2  ln N(–0,473 3; 0,227 1) lnN(–2,953 7; 0,525 1) Su(–1,990 0; 1,521 1;  

0,114 5; 0,144 5) 

 
Таблица 3 

Модели предельных распределений статистик непараметрических критериев  

при проверке гипотез о согласии с распределением Su-Джонсона 

Оцениваемый 

параметр 

Распределения статистики 

Колмогорова 

Распределения статистики 
2

 Мизеса 

Распределения статистики 
2

 Мизеса 

0  ln N(–0,425 4; 0,232 4) (1,873 6; 0,032 4; 0,104 0) Su(–2,782 3; 1,532 7;  

0,114 0; 0,112 5) 

1  (3,413 9; 0,142 3; 0,350 4) Su(–1,968 9; 0,941 8;   

0,018 3; 0,026 4) 

Su(–2,682 7; 1,107 1;   

0,086 3; 0,148 6) 

2  (3,759 0; 0,131 0; 0,314 8) Sl(0,997 5; 1,004 8;   

0,222 0; 0,012 4) 

Sl(0,334 1; 1,119 6;   

0,672 9; 0,105 5) 

3  ln N(–0,425 4; 0,232 4) Su(–1,773 8; 1,241 8;   

0,017 3; 0,023 2) 

Su(–2,782 3; 1,532 7;   

0,114 0; 0,112 5) 
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,0  1  (5,226 3; 0,065 8; 0,288 6) Su(–1,764 9; 1,285 4;   

0,015 1; 0,020 8) 

Su(–2,326 2; 1,542 2;   

0,096 4; 0,123 5) 

,0  2  Su(–2,558 6; 2,411 2;   

0,190 8; 0,341 1) 

ln N(–3,102 4; 0,506 9) Su(–2,124 7; 1,468 8;   

0,086 3; 0,133 9) 

Окончание табл. 3 

Оцениваемый 

параметр 

Распределения статистики 

Колмогорова 

Распределения статистики 
2

 Мизеса 

Распределения статистики 
2

 Мизеса 

,0  3  Su(–2,318 7; 2,272 9;   

0,188 8; 0,360 7) 

Su(–1,418 7; 1,012 0; 

0,011 7; 0,023 2) 

Su(–2,235 6; 1,290 1; 

0,079 9; 0,132 7) 

,1  2  (3,373 1; 0,138 3; 0,322 7) Sl(1,125 4; 0,966 5; 

0,244 8; 0,012 6) 

Sl(0,471 8; 1,050 6;  

0,705 8; 0,106 7) 

,1  3  lnN(–0,519 9; 0,218 4) lnN(–3,054 5; 0,515 2) Sl(0,695 1; 1,445 4; 

0,429 5; 0,081 8) 

,2  3  Su(–2,590 4; 2,554 8;  

0,185 9; 0,330 0) 

Su(–1,688 3; 1,286 1; 

0,012 1; 0,018 7) 

Su(–2,194 4; 1,360 0;   

0,080 4; 0,126 2) 

,0  ,1  2  Su(–2,184 8; 2,110 0; 

0,165 1; 0,361 1) 

Su(–1,224 7; 1,097 1; 

0,012 0; 0,022 8) 

Su(–2,254 9; 1,456 9;   

0,071 5; 0,116 3) 

,0  ,1  3  (4,857 3; 0,056 8; 0,289 0) lnN(–3,267 7; 0,476 7) lnN(–1,316 6; 0,406 5) 

,0  ,2  3  lnN(–0,661 5; 0,192 9) (2,615 9; 0,009 7; 0,009 8) lnN(–1,412 1; 0,375 3) 

,1  ,2  3  lnN(–0,610 1; 0,202 0) Su(–1,545 5; 1,238 3;  

0,010 8; 0,018 6) 

Su(–2,220 3; 1,319 8;   

0,064 6; 0,120 3) 

,0  ,1  

,2 3  

lnN(–0,712 8; 0,192 3) lnN(–3,583 6; 0,415 4) (3,607 4; 0,042 9; 0,062 9) 

 

В табл. 1…3, содержащих рекомендуемые для использования при проверке сложных 

гипотез распределения ,)( 0HSG  через ),(ln 01N  обозначено логарифмически нормальное 

распределение с функцией плотности 
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через ),,,( 3210Su  – распределение Su-Джонсона с плотностью 

2
2

3 31
0 12 2

2 23 2

1
( ) exp ln 1 .

22 ( )

x x
f x

x
 

Распределение Sb-Джонсона имеет плотность вида 

.ln
2

1
exp

))((
)(

2

32

3
10

323

21

x

x

xx
xf  



 75 

Изменение распределений )( 0HSG  статистики типа 2  Мизеса S  в зависимости 

от оцениваемого параметра закона распределения Su-Джонсона представлено на рис. 1. Кри-

вой 1 там обозначена функция распределения ),(1 Sa  которому подчиняется статистика при 

проверке простой гипотезы, кривой 2 – распределение статистики при проверке сложной 

гипотезы и оценивании по данной выборке методом максимального правдоподобия только 

параметра ,0  кривой 3 – то же при оценивании параметра ,1  кривой 4 – распределение 

статистики при оценивании параметра ,2  кривой 5 – то же при оценивании параметра .3  

 

 

Рис. 1. Изменение распределений статистики типа 
2

 Мизеса в зависимости 

от оцениваемых параметров наблюдаемого распределения Su-Джонсона 

 

Изменение распределений )( 0HSG K  статистики типа Колмогорова KS  в зависимо-

сти от числа оцениваемых параметров закона распределения Su-Джонсона продемонстриро-

вано на рис. 2. Кривой 1 отмечена функция распределения Колмогорова, которому подчиня-

ется статистика при проверке простой гипотезы, кривой 2 – распределение статистики при 

проверке сложной гипотезы и оценивании по данной выборке методом максимального прав-

доподобия только параметра ,0  кривой 3 – то же при оценивании только параметров 0  и 

,1  кривой 4 – распределение статистики при оценивании параметров ,0  1  и ,2  кривой 5 – 

то же при оценивании всех четырех параметров ,0  ,1  ,2 .3   

Как можно убедиться на основании построенных закономерностей, распределения 

статистик непараметрических критериев согласия существенно зависят от вида и числа оце-

ниваемых параметров. И даже при оценивании единственного параметра предельное рас-

пределение статистики резко отличается от предельного распределения той же самой стати-

стики в случае проверки простой гипотезы. Это различие возрастает с увеличением числа 

оцениваемых параметров. Пренебрежение этим фактом в практике применения критериев 

согласия приводит к большим ошибкам в вычислении вероятности вида }{ *SSP и неоп-

равданному принятию проверяемой гипотезы. 
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Заключение. Построенные аппроксимации предельных распределений статистик 

непараметрических критериев согласия дополняют результаты, представленные в [24],  

и расширяют область корректного применения этих критериев. Апробированная методика 

моделирования распределений статистик может быть предложена для построения статисти-

ческих закономерностей в ситуации, когда задачу не удается решить аналитическими  

методами. 

Работа выполнена при поддержке Российского фонда фундаментальных исследова-

ний (№ 00-01-00913) 

 

 

Рис. 2. Изменение распределений статистики типа Колмогорова в зависимости  

от числа оцениваемых параметров наблюдаемого распределения Su-Джонсона 
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