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Практика применения методов статистического анализа в различных прило-
жениях, в том числе в задачах надежности и контроля качества, богата постанов-
ками, формулировки которых не укладываются в рамки классических предполо-
жений. Широкий спектр методов статистического анализа базируется на пред-
положении о принадлежности ошибок измерений нормальному закону. В реаль-
ных условиях предположение «нормальности», а часто и другие предположения,
не выполняются. Использование классических методов математической статисти-
ки в таких ситуациях может оказаться некорректным.

Использование популярных программных систем статистического анализа не
снимает проблем корректного решения задач анализа данных в различных при-
ложениях и не только в силу того, что новые результаты в области прикладной
математической статистики далеко не сразу воплощаются в программном обес-
печении.

Многие классические результаты имеют асимптотический характер, в то время
как на практике обычно имеют дело с конечными, часто весьма ограниченными,
объемами выборок. В таких ситуациях применение асимптотических результатов
далеко не всегда оказывается правомерным. Форма представления (регистрации)
данных (измерений) зачастую не соответствуют рассматриваемым в учебниках по
математической статистике точечным выборкам. Реальные наблюдения (выборки)
могут быть группированными, частично группированными, цензурированными,
многократно цензурированными, интервальными, что резко ограничивает приме-
нение классических методов и результатов.

Выявление фундаментальных статистических закономерностей в нестандарт-
ных условиях приложений, как правило, является сложной задачей. При этом ана-
литические методы исследования таких закономерностей (например, статистиче-
ских свойств оценок или распределений статистик критериев) чрезвычайно тру-
доемки и не позволяют, вследствие сложности, обеспечить решение всего множе-
ства задач. Реальный выход заключается в широком использовании численного
                                                          
1 Работа выполнена при поддержке Минобрнауки РФ в рамках госзадания (проект 8.1274.2011) и ФЦП
«Научные и научно-педагогические кадры инновационной России» (соглашение № 14.В37.21.0860).



Компьютерное моделирование и исследование вероятностных закономерностей 75

подхода, связанного с компьютерным моделированием статистических законо-
мерностей в условиях, имитирующих реальную ситуацию проведения измерений,
с последующим построением математических моделей, приближенно описываю-
щих полученные закономерности. Такой подход позволяет добиться хороших ре-
зультатов там, где этого не удается достичь одними аналитическими методами.
Поэтому методы компьютерного моделирования и анализа статистических зако-
номерностей в последнее время получают все более широкое распространение.

В настоящей работе обсуждаются результаты, полученные в некоторых разде-
лах прикладной математической статистики с использованием развиваемого ком-
пьютерного подхода и программного обеспечения, предназначенного для иссле-
дования статистических закономерностей и статистического анализа данных [1].

1. Исследование свойств оценок параметров

В частности, с использованием компьютерных технологий было показано, что
за редким исключением оценки максимального правдоподобия (ОМП) по негруп-
пированным наблюдениям являются неробастными. Напротив, ОМП по группи-
рованным данным [2, 3] и предложенные оптимальные L-оценки параметров
сдвига и масштаба по выборочным квантилям для больших выборок [4, 5] устой-
чивы как к аномальным ошибкам измерений, так и к отклонениям наблюдаемого
закона от предполагаемого. Применение построенных таблиц вероятностей попа-
дания в интервал, соответствующих асимптотически оптимальному группирова-
нию (АОГ), и формул, опирающихся на вычисленные таблицы коэффициентов,
делает процесс вычисления этих оценок очень простым.

В работах [6, 7] были исследованы потери в информации Фишера, связанные с
цензурированием выборок. Оказалось, что даже при значительной степени цензу-
рирования в некоторых случаях сохраняется достаточно много информации, по-
зволяющей получать хорошие оценки параметров закона. Методами компьютер-
ного моделирования были исследованы законы распределения ОМП параметров
ряда распределений по цензурированным наблюдениям при различной степени
цензурирования и различных объемах полных выборок. Было показано, что при
ограниченных объемах выборок распределения ОМП (асимптотически эффектив-
ных) оказываются далекими от асимптотического нормального закона. Более то-
го, распределения оказались асимметричными, а ОМП – смещенными. Дальней-
шие исследования показали возможность на основании полученных статистиче-
ских закономерностей строить для ОМП поправки, ликвидирующие смещение.

2. Исследование свойств критериев типа χ2

В [8] было показано, что при близких конкурирующих гипотезах мощность
критериев типа χ2 (χ2 Пирсона, отношения правдоподобия) тем выше, чем меньше
потери в информации Фишера, связанные с группированием данных. Были по-
строены таблицы асимптотически оптимального группирования для достаточно
широкого круга распределений, наиболее часто используемых в приложениях [1,
9]. Применение таблиц асимптотически оптимального группирования обеспечи-
вает максимальную мощность критериев типа χ2 при близких конкурирующих ги-
потезах.

Впервые было показано, что существует оптимальное число интервалов, зави-
сящее от объема выборки, конкретных альтернатив и способа группирования. Оп-
тимальное число интервалов k  зависит от объема выборки n  и от конкретной па-
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ры конкурирующих гипотез 0H  и 1H . Как правило, оптимальное k  оказывается
существенно меньше значений, рекомендуемых различными рекомендациями и
множеством эмпирических формул для выбора k . Результаты исследований
[10−16] свойств критериев согласия типа χ2 (Пирсона, Рао – Робсона – Никулина
[17−20]) вошли в разработанные нами рекомендации [21].

В настоящее время решены задачи А- и Е-оптимального группирования для
ряда законов распределения. Построены таблицы асимптотически оптимального
группирования, которые могут использоваться в задачах оценивания параметров
по группированным данным и в критериях согласия. Исследована мощность кри-
терия типа χ2 Джапаридзе-Никулина при различных способах группирования дан-
ных и числе интервалов группирования.

Исследованы вопросы максимизации мощности критериев типа χ2 Пирсона и
Рао – Робсона – Никулина для заданных пар конкурирующих гипотез. Рассмотре-
но использование, так называемых, интервалов Неймана – Пирсона [20], при ко-
торых границы интервалов совпадают с абсциссами точек пересечения плотно-
стей конкурирующих законов. Показана целесообразность применения таких ин-
тервалов. В то же время, применение интервалов Неймана – Пирсона не гаранти-
рует максимум мощности критерия при данном числе интервалов для заданной
пары конкурирующих гипотез.

3. Исследование распределений статистик
непараметрических критериев согласия

При проверке сложных гипотез 0H : ( ) { ( , ), }F x F x∈ θ θ∈Θ , когда оценка θ̂
скалярного или векторного параметра распределения ( , )F x θ  вычисляется по той
же самой выборке, непараметрические критерии согласия Колмогорова, ω2 Кра-
мера – Мизеса – Смирнова, Ω2 Андерсона – Дарлинга теряют свойство свободы от
распределения [22].  В этом случае условные распределения 0( )G S H  статистик S
соответствующих критериев становятся зависящими от ряда факторов: от вида
наблюдаемого закона ( , )F x θ , соответствующего справедливой проверяемой ги-
потезе Н0; от типа оцениваемого параметра и числа оцениваемых параметров; во
многих случаях от конкретного значения параметра или параметров (например, в
случае семейств гамма-, бета-распределений и др.); от метода оценивания пара-
метров [23].

Различия в предельных распределениях той же самой статистики при проверке
простых и сложных гипотез настолько существенны, что пренебрегать этим ни в
коем случае нельзя. Например, на рис. 1 показаны распределения статистики кри-
терия Андерсона – Дарлинга при проверке сложных гипотез относительно раз-
личных законов распределения при вычислении по той же выборке ОМП двух па-
раметров закона. Рис. 2 иллюстрирует зависимость распределения статистики
критерия Колмогорова от типа и числа оцениваемых параметров на примере зако-
на распределения Su-Джонсона.

При исследовании распределений статистик непараметрических критериев со-
гласия для случая проверки сложных гипотез использовались различные подходы.
В наших исследованиях [23−35] распределения статистик непараметрических кри-
териев согласия исследовались методами статистического моделирования. Далее,
опираясь на полученные эмпирические распределения статистик, строились при-
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ближенные аналитические модели законов распределения статистик. На основании
результатов [23−25] были подготовлены рекомендации по стандартизации [26].
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Рис. 1. Распределения статистики Андерсона – Дарлинга при провер-
ке сложных гипотез относительно различных законов распределения
при вычислении ОМП двух параметров закона
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Рис. 2. Распределения статистики Колмогорова при проверке слож-
ных гипотез распределения Su-Джонсона при вычислении ОМП раз-
личных комбинаций параметров закона

В дальнейшем [27−35] результаты уточнялись, расширялось множество постро-
енных моделей и таблиц процентных точек и множество законов, относительно ко-
торых можно корректно применять непараметрические критерии согласия при про-
верке сложных гипотез. Достаточно обширный список законов распределения, от-
носительно которых можно проверять сложные гипотезы, используя построенные
приближения для предельных распределений непараметрических критериев со-
гласия, представлен в [1]. В случае применения ОМП моделями, представленны-
ми в [1, 27−35], можно пользоваться в задачах статистического анализа при объе-
мах выборок, начиная с 25n > .
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4. Сравнительный анализ мощности критериев согласия

Относительно мощности критериев, предназначенных для проверки гипотез
того же вида, информация, как правило, противоречива. Асимптотические оценки
мощности не имеют практического значения, так, приходится иметь дело с огра-
ниченными объемами выборок, при которых свойства критериев существенно от-
личаются от асимптотических. Единственный реальный выход заключается в ис-
пользовании численных методов.

В работах [36−38] методами статистического моделирования нами проведен
анализ мощности ряда непараметрических и параметрических критериев согласия
при проверке простых и сложных гипотез относительно различных пар конкури-
рующих гипотез. Исследования показали, что при проверке простых гипотез кри-
терии можно упорядочить по мощности следующим образом:

2χ  Пирсона (АОГ) > 2Ω  Андерсона-Дарлинга > 2ω  Мизеса ≥  Колмогорова

Такое упорядочение справедливо при использовании в критерии 2χ  Пирсона
асимптотически оптимального группирования, при котором минимизируются по-
тери в информации Фишера. В случае близких конкурирующих гипотез преиму-
щество в мощности критерия 2χ  Пирсона может быть существенным.

При проверке сложных гипотез порядок предпочтения оказывается суще-
ственно иным:

2Ω  Андерсона – Дарлинга > 2ω  Мизеса > 2
nY  Рао – Робсонf – Никулина (АОГ) >

> 2χ  Пирсона (АОГ) > Колмогорова.
При очень близких гипотезах может быть:

2Ω  Андерсона – Дарлинга > 2
nY  Рао – Робсона – Никулина (АОГ) >

> 2ω  Мизеса > 2χ  Пирсона (АОГ) > Колмогорова.
Указанные выводы носят интегрированный характер.

5. Исследования распределений статистик
и мощности критериев нормальности

Проведенные в работах [39−41] исследования и сравнительный анализ мощно-
сти множества критериев, ориентированных на проверку гипотез о принадлежно-
сти выборок нормальному закону, с одной стороны, позволили проранжировать
критерии по мощности, с другой – выявили ряд серьезных недостатков присущих
многим из них. Например, недостатком критериев Шапиро–Уилка, Эппса–Палли,
Шпигельхальтера, Хегази–Грина и некоторых других является их смещенность
при малых объемах выборок по отношению к конкурирующим гипотезам, кото-
рым соответствуют законы с плотностями, более плосковершинными по срав-
нению с нормальным законом (со значением эксцесса меньше 3), т. е. критерии не
способны отличать такие законы от нормального [1].

Рассмотренные критерии можно упорядочить по мощности следующим обра-
зом:

Гири > Шпигельгалтера > Хегази – Грина ( 2T ) > Хегази – Грина  ( 1T ) >
> Эппса – Палли > Дэвида – Хартли – Пирсона > Шапиро – Уилка > Фросини.
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Некоторые из рассмотренных критериев вообще нецелесообразно применять
вследствие их принципиальных недостатков. Проведено сравнение мощности
рассмотренных критериев с критериями согласия

6. Исследования распределений статистик критериев однородности

Критерии однородности предназначены для проверки гипотезы о принадлеж-
ности двух выборок одному и тому же закону. В работе [42] исследованы распре-
деления и мощность критериев Смирнова и Лемана – Розенблатта проверки одно-
родности двух выборок. Недостатком критерия Смирнова является то, что его
статистика представляет собой дискретную случайную величину и ее распределе-
ние медленно (особенно при равных объемах выборок m  = n ) сходится (слева!) к
асимптотическому распределению Колмогорова. Вследствие этого использование
при ограниченных объемах выборок в качестве предельного распределения этой
статистики закона Колмогорова ( )K s  приводит к завышенным значениям дости-
гаемого уровня значимости и, следовательно, к увеличению числа ошибок второ-
го рода. Поэтому при построении процедур проверки однородности по критерию
Смирнова целесообразно выбирать m n≠  так, чтобы они представляли собой вза-
имно простые числа, а их наименьшее общее кратное k  было максимальным и
равным mn . Предложена модификация статистики критерия, при которой приме-
нение распределения Колмогорова в качестве предельного будет более коррект-
ным при относительно малых m  и n .

Мощность критерия Лемана – Розенблатта, как правило, выше мощности кри-
терия Смирнова.

7. Исследования распределений статистик
и мощности критериев однородности средних

В [43] проведен сравнительный анализ мощности параметрических и непара-
метрических критериев проверки однородности средних. В общем случае прове-
ряемая гипотеза о равенстве математических ожиданий, соответствующих k вы-
боркам, имеет вид

0 1 2: kH μ = μ = = μ"
при конкурирующей гипотезе

1 21 : i iH μ ≠ μ ,

хотя бы для некоторой пары индексов 1i , 2i .
Для проверки гипотезы 0H  может использоваться ряд параметрических кри-

териев: сравнения двух выборочных средних при известных дисперсиях; сравне-
ния двух выборочных средних при неизвестных, но равных дисперсиях (критерий
Стьюдента); сравнения двух выборочных средних при неизвестных и неравных
дисперсиях; F-критерий. В этих же целях применяется целая совокупность непа-
раметрических критериев: критерий Уилкоксона, критерий Манна–Уитни, крите-
рий Краскела – Уаллиса.

В [43] показана устойчивость параметрических критериев проверки однород-
ности средних к нарушению предположения нормальности наблюдений случай-
ных величин: если закон (законы) распределения анализируемых выборок отлича-
ется от нормального, но нет оснований полагать, что наблюдаемые величины
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принадлежат законам с «тяжелыми хвостами», то применение параметрических
критериев остается корректным, по крайней мере, не приводит к существенным
погрешностям.

Сравнительный анализ мощности параметрических и непараметрических кри-
териев показал лишь незначительное преимущество в мощности параметриче-
ских. В то же время, непараметрические критерии лишь немного уступают по
мощности параметрическим: критерий Манна – Уитни критерию Стьюдента, а
Краскела – Уаллиса – F-критерию (используемому для проверки однородности
средних) соответственно.

8. Исследования распределений статистик
и мощности критериев однородности дисперсий

Одним из основных предположений при построении классических критериев
проверки однородности дисперсий является принадлежность наблюдаемых слу-
чайных величин (погрешностей измерений) нормальному закону. Поэтому при-
менение классических критериев всегда сопряжено с вопросом, насколько кор-
ректны получаемые выводы в данной конкретной ситуации? При нарушении
предположения о принадлежности анализируемых величин нормальному закону
условные распределения статистик критериев при справедливости проверяемой
гипотезы, как правило, сильно изменяются.

Проверяемая гипотеза о постоянстве дисперсий m  выборок имеет вид
2 2 2

0 1 2: ... mH σ = σ = = σ ,
а конкурирующая с ней гипотеза

1 2

2 2
1 : i iH σ ≠ σ ,

где неравенство выполняется, по крайней мере, для одной пары индексов 1 2,i i .
В работах [44−46] методами компьютерного моделирования исследованы рас-

пределения статистик и проведен сравнительный анализ мощности классических
критериев проверки гипотез о равенстве дисперсий (Бартлетта, Кокрена, Хартли,
Фишера, Левене) и непараметрических ранговых критериев (Ансари – Бредли,
Сижела – Тьюки, Муда) (в том числе, при законах распределения наблюдаемых
случайных величин, отличных от нормального).

В отличие от утверждаемого в [47], показано, что при числе выборок 2m =  в
случае принадлежности случайных величин нормальному закону критерии Барт-
летта, Кокрена, Хартли и Фишера имеют одинаковую мощность. Критерий Ле-
вене заметно им уступает.

Критерии Бартлетта, Кокрена, Хартли и Левене могут применяться при числе
выборок 2m > . В таких ситуациях мощность этих критериев оказывается различ-
ной. При 2m >  в случае выполнения предположений о нормальном законе дан-
ные критерии можно упорядочить по убыванию мощности следующим образом:

Кокрена > Бартлетта > Хартли > Левене.
Порядок предпочтения сохраняется и в случае нарушений предположений о

нормальном законе. Исключение касается ситуаций, когда выборки принадлежат
законам с более «тяжелыми хвостами» по сравнению с нормальным законом. На-
пример, в случае принадлежности выборок закону Лапласа критерий Левене ока-
зывается несколько мощнее трех других.
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Результаты исследований непараметрических критериев показали заметное
преимущество в мощности критерия Муда и практическую эквивалентность кри-
териев Ансари – Бредли и Сижела – Тьюки. Непараметрические критерии суще-
ственно уступают в мощности критериям Бартлетта, Кокрена, Хартли и Фишера.

Воспользовавшись для исследования распределений статистик методикой
компьютерного моделирования, действие параметрических критериев при необ-
ходимости можно распространить на ситуации, когда выборки описываются зако-
нами, отличающимися от нормального.

9. Применение компьютерного моделирования при решении
других задач прикладной математической статистики

При исследовании распределений статистик и мощности ряда критериев, ори-
ентированных на проверку гипотез о случайности или об отсутствии тренда, вы-
явлены недостатки или преимущества отдельных критериев [48−50].

В [51] рассмотрено расширение возможностей критериев, используемых при
отбраковке измерений.

Классический подход к определению закона распределения вероятностей
функции от системы случайных величин предполагает знание совместной плот-
ности распределения и очень редко позволяет получить результат в явном виде.
В [52] показана эффективность методики компьютерного моделирования при
исследовании законов распределения функций от случайных величин и систем
случайных величин.

Компьютерное моделирование представляет собой эффективный инструмент
расширения аппарата прикладного многомерного анализа [53, 54].

Заключение

Компьютерные методы анализа данных и исследования статистических зако-
номерностей являются мощным средством, способствующим расширению аппа-
рата прикладной математической статистики. Они дают возможность исследовать
реальные свойства оценок и распределений статистик критериев проверки гипо-
тез, в том числе в условиях нарушения стандартных предположений, когда ис-
пользование классических результатов оказываются некорректным.

Всегда существует принципиальная возможность методами статистического
моделирования заранее исследовать распределение статистики интересующего
нас критерия в конкретных условиях, нарушающих стандартные предположения
(при заданном объеме выборки, в случае принадлежности выборки заданному за-
кону, отличному от нормального, при нестандартной форме регистрации резуль-
татов измерений и т.п.). В результате получим эмпирическое распределение ста-
тистики, с заданной точностью описывающее её истинное распределение. Затем
можно построить приближенную математическую модель этого распределения
или найти процентные точки. Все эти действия способствуют расширению аппа-
рата прикладной математической статистики.

Проблема заключатся в том, что множество таких задач оказывается беско-
нечным. Например, распределения статистик непараметрических критериев со-
гласия при проверке сложных гипотез относительно таких параметрических мо-
делей законов распределения, как семейства гамма- и бета-распределений, обоб-
щенное распределение Вейбулла, обратное распределение Гаусса и др., зависят от
конкретных значений параметров формы. А оценки этих параметров находятся в
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ходе статистического анализа и заранее неизвестны. Аналогично в задачах выжи-
вания и надежности результаты наблюдений чаще всего оказываются различным
образом цензурированными, а вид и степень цензурирования являются фактора-
ми, влияющими на распределения статистик критериев, используемых при про-
верке адекватности построенных моделей [55−58]. Как правило, вид и степень
цензурирования далеко не всегда известны заранее. Другой пример, распределе-
ния статистик параметрических критериев однородности дисперсий зависят от за-
кона (законов), которым принадлежат анализируемые выборки. В случае отличия
законов от нормального распределения этих статистик становятся зависящими от
объемов выборок и эта зависимость аналитически не выражается. Ситуации дру-
гого рода, распределения статистик многих непараметрических критериев про-
верки гипотез являются дискретными. Для них предлагаются различные аппрок-
симации, которые в условиях ограниченных объемов выборок зачастую сильно
отличаются от истинных, что может приводить к некорректным выводам.

Какой же выход? Выход заключается в исследовании требуемых закономерно-
стей в ходе решения задачи статистического анализа. То есть в программном
обеспечении анализа данных должен быть предусмотрен интерактивный режим,
позволяющий исследовать требуемую закономерность (распределение статистики
критерия) при тех предположениях, которые соответствуют условиям решаемой
задачи анализа. И найденное распределение статистики будет использоваться для
корректного вывода относительно проверяемой гипотезы.

Задачи статистического моделирования удается достаточно просто распарал-
леливать, а развитие многоядерных и многопроцессорных компьютеров делает
вычислительные затраты на исследование практически незаметными для пользо-
вателя, решающего задачу статистического анализа. Именно по такому перспек-
тивному пути идут авторы данной работы. Развиваемое программное обеспечение
успешно используется в исследованиях и учебном процессе.
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Lemeshko B.Yu., Gorbunova A.A., Lemeshko S.B., Postovalov S.N., Rogozhnikov A.P., Chimitova
E.V. (Novosibirsk State Technical University) Computer simulations and research of prob-
abilistic regularities.

Keywords: parameter estimation, statistical hypothesis testing, goodness-of-fit tests, test power.

The problems of application of computer technologies for the research of probabilistic and sta-
tistical regularities are considered. It is shown that computer technologies are a powerful means for
the development of applied mathematical statistics apparatus, as well as a means for the extension of
classical methods when some standard assumptions are not satisfied.


